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Vorwort 


Dieser Abriss soll eine kurze Uebersicht über die funda- 
mentalen Eigenschaften der Thetafunctionen einer Veränder- 
lichen und ihrer wichtigsten Darstellungen denen in die Hand 
geben, welche eine grössere Vorlesung über elliptische Functio- 
nen hören. Hierzu ist eine gewisse Kenntniss der Theorie der 
Functionen einer complexen Veränderlichen unentbehrlich, 
welche deshalb der Theorie der Thetafunctionen voraufgeschickt 
wird. Es bedarf vielleicht der Entschuldigung, dass darin unter 
der Bezeichnung „norm‘ nicht das verstanden ist, was Gauss 
zuerst darunter verstanden hat, sondern die positive Quadrat- 
wurzel desselben, wie es auch in der deutschen Behandlung von 
„Briot und Bouquet, Doppelt- periodische Functionen“ durch 
Herrn Fischer geschehen ist. Ich habe diese Bezeichnung 
gewählt, weil das Wort „modul“ in so vielfacher Bedeutung bei 
den elliptischen Functionen, bei den Thetafunctionen und bei 
den Congruenzen vorkommt, und die Bezeichnung „absoluter 
Betrag“ nicht so kurz ist. 

Es dürfte vielleicht бегаеш sein, hei einem ersten Stu- 
dium das, was über die Fourier’sche Reihe von pag. 28 — 52 
gesagt ist, als zu schwierig fortzulassen, was um so mehr 
angeht, als im zweiten Theile die Entwicklungen in trigono- 
metrische Reihen mit elementaren Mitteln ausgeführt sind. 

Halle im April 1870. 


J. Thomae. 
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Theorie der complexen Funetionen. 


Die complexen Zahlen, d.h. die Zahlen 2 von der Form 
y+zi, worin ¿= y— 1 ist, bilden ein stetiges Grössengebiet 
von zwei Ausdehnungen. Ebenso bilden die Puncte einer Ebene 
ein stetiges Grössengebiet von zwei Ausdehnungen.. Man ist 
deshalb im Stande, mit Gauss die complexen Zahlen aut die 
Puncte einer Ebene -— wie jeder andern zweifachen stetigen 
Mannigfaltigkeii — zu beziehen, so dass jeder Punct der Ebene 
als Träger einer complexen Zahl angesehen wird. Die Beziehung 
der Zahlen und Puncte aufeinander wird einfach dadurch her- 
gestellt, dass man den durch die rechtwinkligen Coordinaten y 
(Abseisse) und z (Ordinate) bestimmten Punct zum Träger der 
complexen Zahl 2 = y + 27 macht. 

Nennt man die Strecke oder 


gr Пеп Radiusvector r vom Anfangs- 
x punct der Coordinaten nach dem 

| Träger der Zahl x — durch die- 

т selbe Einheit als die Coordinaten 


‚ y, z gemessen — den absoluten 
ы IE =й Betrag, oder die Norm von æ 
[r = norm (2)] und den Winkel 
+, den dieser Radiusvector mit 
der positiven y-Achse macht, 
ы den Winkel der Zahl, so kann 
1 
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ebenso, wie der Träger der Zahl x durch die Polarcoordinater 
r und A, die Zahl x selbst durch ihre Norm und ihren Winke 
bestimmt werden. Da nämlich 

y = rous, s=rsud 
ist, so folgt: 

ж = y+zi = r(cos 9+ isin 9) = r.e”. 
Umgekehrt drücken sich auch Norm und Winkel leicht durck 
den reellen und imaginären Bestandtheil der Zahl x, also durch 
у und z aus. Es ist nämlich 


norm (E) = ү = Vy? -+ 2°, A = аге Gd 


worin das Wurzelzeichen stets positiv zu nehmen, der Winkel 
aber in dem Quadranten zu nehmen ist, in welchem die Zalıl 
2 liegt. 

Wir erinnern an dieser Stelle an die bekannten Sälze, dass 
das Produkt zweier complexen Zahlen das Produkt ihrer Normen 
zur Norm, die Sunme ihrer Winkel zum Winkel hat, und dass 
der Quotient zweier Zahlen den Quotienten der Normen zur 
Norm, die Differenz der Winkel zum Winkel hat, welche Sätze 
aus der Gleichung а = re” unmittelbar folgen. 

Ferher an den Satz: Ist а = «+ fi die Summe zweier 
complexen Zahlen = a’ 4 fi, a“ = а + Pi, so ist stets 
norm (a) 2 norm (а^) + norm (а“). 

Stellt man sich nämlich die Zahlen o, а", a‘ graphisch Jar, wie 
dies in 'nachstehender Figur geschieht, und zielt von o" eine 


d | 
> , № 
ГА 4 r 
Р Е 
В “ 
D + 
г 
a Le BN + 
DI с Ki 


Parallele zur y-Achse bis zum Träger der Zahl а“ + с“, so sind 
(ei, a’ -Ha', a) und (о, e, a‘) congruente Dreiecke, und dem- 
nach die Strecke aa = oa’ gleich norm (a‘) = r’. Ferner ist 
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oa” = norm (a) = r”, оа = norm (а) =r. Also bilden r, r‘, 
r“ ein Dreieck, und da immer zwei Seiten zusammen grösser 
als die dritte sind, so ist norm (а) < norm (a’) + norm (ah 
wenn nicht а“ und a” gleiche Winkel (in gleichen Quadranten) 
haben, in welchem Falle norm (a) = norm (a’) + norm (a”) ist. 


Die Differenz a zweier complexen Zahlen oi und a“ hat 
die Strecke zwischen den Trägern der beiden Zahlen zur Norm, 
und den Winkel, welchen diese vom Subtrahendus zum Minuen- 
dus bin gerichtete Strecke mit der positiven y-Achse macht, 
zum Winkel. 


Stellt man nämlich die Zahlen a = ei +9; a” = a” 4 84; 


und deren Differenz 0—0 = a = «+ pi graphisch dar, so 
sind die Dreiecke («as 

d 07—06, а) und (0, е, а) 

ti congruent, und demnach 

norm (a) = r = (a‘, а“), 

a | déi. а und es ist (0, a) in glei- 

€ ip’ chem Sinne parallel (oi, 2“), 

Wa " also der Winkel, den die 
wer j= ar аё —°+* Zahl a besitzt. derselbe 


alsder, welchen die Strecke 
(a, a”) mit der positiven y-Achse macht. 

Die hier angewandte Repräsentation der complexen Zahlen 
durch die Puncte einer Ebene gewährt manche Bequemlichkeiten, 
namentlich bei Bestimmung von Zahlengebielen und für die 
Terminologie. So ist eine stetige einfach ausgedehnte Zahlen- 
reihe durch eine irgendwie gegebene Curve, deren Puncte die 
Träger der Zahlen sind, ausreichend bestimmt. Oder, es wird 
durch ein aus der Ebene ausgeschnittenes Stück ein zweifach 
ausgedelintes, begrenztes Zuhlengebiet genau definirt. Z. В. durch 
einen um den Anfangspunet der Coordinaten mit dem Radius а 
geschlagenen Kreis wird ein Zahlengehiet abgegrenzt, welches 
analylisch durch die Bedingung mum (2) <a gegeben ist. Es 
ist wichlig, solche aus der Ebene geschnittene Stücke in Bezug 
auf die Ordnung ihres Zusammenhanges zu charakterisiren, was 
nach Riemann geschieht. 

Zusammenhangend heissen aus einer Ebene geschnillene 
Theile, wenn sie ein Stück bilden, so dass man von jedem 

1* 
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Puncte darin zu jedem anderen gelangen kann, ohne die Be- 
grenzung zu überschreiten. 

Einfach zusammenhangend heisst ein zusammen 
hangendes Stück der Ebene, wenn es durch jeden Querschnitt, 
d.h. eine zwei Puncte der Begrenzung verbindende oder in sicl 
zurücklaufende Linie, in getrennte nicht zusammenhangende 
Stücke zerlegt wird. 

Zweifach zusammenhangend heisst ein zusammen- 
hangendes Stück der Ebene, wenn es durch einen Querschnit. 
in ein einfach zusammmenhangendes Stück zerlegt werden kann. 

In mehrfach zusammenhangenden Stücken sind mehr nicht 
zerstückende Querschnilte möglich. 

Einfach zusammenhangend ist z. B. die Fläche einer Ellipse, 
zweilach zusammenhangend das ringförmige Stück zwischen zwe 
eoncentrischen Kreisen. Verbindet man die beiden Kreise durch 
eine Gerade, und rechnet die beiden Ufer derselben der Be- 
grenzung hinzu, so ist das Stück einfach zusainmenhangend. 

Die Begrenzung eines einfach zusammenhungenden Stückes 
besteht aus einem einzigen continuirlichen Zuge. 

Bestände sie nämlich aus getrennten Zügen, wie in A aus 
a und b, oder wie in Se und S, (wenn man «diese als etwas 


Zusammengehöriges ansieht) aus s, und 5,, so ist entweder eine 
in den begrenzten Theilen verlaufende Verbindungslinie dieser 
Begrenzungen nicht möglich, wie in (S,, S), dann ist nach der 
Definition des Zusammenhangens das Stück überhaupt nicht 
zusammenhangend, oder eine solche Linie ist möglich, wie in S 
die punctirte Linie с. Dann zerstückt aber die Linie с das 
Eibenenstück 5 nicht, und dieses ist zweifach zusammenhangend. 
Um dies zu beweisen ist nur nölhig zu zeigen, dass, wenn eine 
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Verbindungslinie zweier Puncte durch die Linie с in getrennte 
Stücke zerlegt wird, dadurch die Verbindung dieser Рипсіе nicht 
überhaupt zerstört ist. Nun führen aber die beiden Stücke auf 
die verschiedenen Ufer der Linie e Die Verbindung der beiden 
Ufer ist dadurch noch hergestellt, dass die Linie a oder 5 von 
einem Ufer derselben auf das andere führt, also auch eine т 
oder b sehr nahe laufende, die nun nicht blos Begrenzung von 
S ist, sondern ganz darin liegt. 


Jede Function von y und z kann "als Function der com- 
plexen Variabein x, oder, wie man sagt, der x-Ehene angesehen 
werden, weil durch Angabe der complexen Zahl = y+ zi die 
beiden reellen Grössen y und z vollkommen bestimmt sind. 
Allein wir nennen eine complexe Function von x oder eine 
Function der complexen Variabeln x eine Function о von y 
und z nur in einem solchen Gebiete, in welchem sie der par- 
tiellen Differentialgleichung 

d. Оо (у, =) e Ow (у, 2) 
ду TE 
Genüge leistet, wovon nur in einzelnen Puncten und Linien Aus- 
nahmen stattfinden dürfen. Aber es muss diese Differential- 
gleichung bestehen bleiben, wie nahe auch der Punct у, аһ die 
ausgeschlossenen Stellen gerückt wird, oder die Ausnahmen dür- 
fen in keinem noch so kleinen Flächentheile stattfinden. Ausser- 
dem wird siets vorausgesetzt, dass eine complexe Function von 
æ keine durch Abänderung ihres Werthes in einzelnen Puncten 
hebbare Unstetigkeiten besitzt, wie 2. В. wenn sie für alle 
Werthe von ж den Werth 1, für 2 == aber den Werth О 
hätte, und dass sie keine durch Abänderung ihrer Werthe längs 
einzelner Linien hebbare Unstetigkeiten besitzt, wie z. В. wenn 
sie überall den Werth О, längs der Strecke der reellen Achse 
von 1 bis 2 aber den Werth 3 hätte. Hingegen ist nicht aus- 
geschlossen, dass sie durch Annäherung der Variabeln у, an 


einzelne Puncte in verschiedene Richtungen verschiedene Werthe 
l 


erhalte, wie е= an der Stelle ж = 0. 
Setzen wir in einer solchen complexen Function y= 

æ— szi, und differenziren dann nach z, so haben wir 
dw бш, j 


ke Si Is dw 
A ') ER ‚ also KC 


- == Á z 0, 
dz Ou 
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d.h. es. ist œ ganz unabhängig von z und enthält nur die 
Grösse v. Diese Schlussweise ist jedoch nur so lange chung, 
als œw eine Function von y und 2 ist, die auch dann einen Dif- 
ferentialquotienten besitzt, wenn als Zuwachs der Variabeln ina- 
ginäre Grössen zugelassen werden, weil die Variabele y = 
2—21 einen imaginären Zuwachs erfährt, wenn gz um etvas 
Reelles geändert wird. Dies wird in der Dilferentialrechnwg 
nur für die durch convergente Potenzreihen dargestellten Furc- 
tionen bewiesen, und kann «daher nicht auf Functionen aus- 
gedehnt werden, von denen eine solche Darstellbarkeit nicht 
vorausgesetzt ist. Ie allgemeine Giltigkeit des Satzes fogt 
jedoch aus den fundamentalen Sätzen der Theorie der complexen 
Functionen, die den Gegenstand dieser Einleitung bilden. 

Wird eine Function w(x) der complexen Variabeln x 
durch eine Substitution 2: = (8) translormirt, und ist zi 
eine Function der complexen Variabeln E. so ist auch w(¢ (5)) 
eine Function der complexen Variabeln E Das Wesen einer 
complexen Function kann so gefasst werden, dass sie überdl, 
einzelne Linien und Puncte ausgenommen, ein Differential ve- 
sitzt, welches dem complexen Zuwachs dx, dessen Norm vr- 
schwindend klein, dessen Winkel aber beliebiy ist, proportioral 
ist, oder dass sie einen von diesem Zuwachs unabhängigen Dif- 
ferentialquotienten besitzt. In der That findet dies dann, wd 
nur dann statt, wenn in 


ди Cou 
dw (у, ®) = wly +- dy, z+dz)— u (y, 3) = Er dy + de, 
d d 
= = ist, in welchem Falle 
du ` 105 


ow до dw 
WË Leo, "fw, een d at 
doo (у, 2) S (dy +- idz) а dæ CS dr 
ó к › + da) — 4 
ist, so dass man für шеше, 942) einen von dr w- 


abhängigen Werth 48) = w'(x) erhält. Nun ist aler 
dw (ф (8) = wtp (E+ dE — w(p($)) und ф(&-4-48&) nach 
der Voraussetzung gleich $ (5) 4 ф'(5) 05, also du(p(d)) = 
w (x + ф'($)4Ё) — w(x), und da nach der Vorausselzmg 
wulet at pi) — ult) = w(x). («+ fpi) ist, wenn norm (0-47) 
verschwindend klein ist, so ist drai (E) = w(x). pE) ik, 
also das Differential proportional dë. 
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Durch eine solche Substitution 2 = ф(Ё) werden die 
Puncte der z-Ebene in eine Beziehung gesetzt zu den Puncten 
der &-Ebene (welche ein- oder mehrdeutig sein kann). Einer 
Linie in der &-Ebene entspricht eine Linie in der $&-Ebene, man 
kann deshalb die -Ebene eine Abbildung der x-Ebene nennen. 
Diese Abbildung besitzt die von Gauss zuerst gefundene Eigen- 
thümlichkeit, dass sehr kleine entsprechende Figuren einander 
ähnlich sind, weshalb man sie eine conforme oder in den 
kleinsten "Thelen ähnliche Abbildung nennt. In der That, sind 
die Endpuncle zweier sehr kleinen von © ausgehenden Strecken 
È dref’ und Ë+ drie”, so sind die Endpuncte der ent- 
sprechenden von æ ausgehenden Strecken s+ gë). drett, 
zt (8) ате?! und wenn (С) = Re” gesetzt wird, wird 
das Verhältniss der Strecken in der 2:- Ерепе Rdr: Rdr = 
dr: dr,, also gleich dem der entsprechenden Strecken in der 
5-Ebene, und der Winkel, den beide einschliessen, © + ф — 
(+) = р — f, also gleich dem, welchen die entsprechen- 
den Strecken in der &-Ebene einschliessen. Also sind die ein- 
ander entsprechenden sehr kleinen Strecken proportional, die 
eingeschlossenen Winkel gleich, ausgenommen in den Puncten 
und Linien, in welchen ot E) keinen endlichen oder von dë un- 
abhängigen Differentialquotienten hat. 

Einfache häufig vorkommende Substitutionen sind 

вж— а = $, 
welche als eine parallele Verschiebung des Coordinatensystems 
(y, z) angesehen werden kann; 

o = Ж.б, 
welche eine Drehung des Coordinatensystems um den Winkel ф 
bewirkt; 


durch welche die Stele 2 = 20 auf den Punct E = а be- 
zogen ist. 

Es bedeute nun im Folgenden, wie wir zur Abkürzung 
ein- für allemal feststellen, f(x) eine für irgend ein Gebiet 
eindeutig bestimmte Function der complexen Variabeln хт, 
die stetig und endlich ist, ausgenommen in einzelnen Puncten 
w, ш, м", ..., wo sie so unendlich oder auch nur unstetig 
wird, dass 
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Кх) (х — u) (x — u) (x — u“). 
lür ж = u,w,u”,... verschwindet, und ausgenommen in ein- 


zelnen Linien, in denen sie der Differentialgleichung u. ү 
zwar nicht Genüge leistet, aber stetig sein soll. { 

Ferner bedeute $ ein einfach zusammenhängendes Stück 
der 2-ЕБепе und s die Begrenzung desselben. 

Die Begrenzung eines Stückes „S“, welches eine Unstetig- 
keitsstelle (d. h. eine Stelle, für welche eine in 5 definirte Func- 
tion unstetig wird) enthält, deren Gestalt nur der Bedingung 
unterworfen ist, ausser dieser Unstetigkeitsstelle keine andere 
einzuschliessen, nennen wir mit Herrn Kronecker die natür- 


liche Begrenzung der Unstetigkeitsstelle. 


I. Unter dem- Integral einer Function o (2) über eine 
Linie DP zwischen x, und x’ erstreckt, wenn w(x) längs dieser 
Linie endlich und nur in einzelnen Puneten unstetig ist, ver- 
stehen wir den Grenzwerth, gegen welchen die rechte Seite der 
Gleichung 


n 
ROLE = lim une (2, + 8,48,). CH 
n= %0 
convergirt, wenn 
Az, = uyi Bn: AEn = x — En 

ist, und Lo, 21, Las- un, - X aufeinanderfolgende Puncte der 
Linie Ё (oder vielmehr die Zahlen, deren Träger diese Puncte 
sind) bedeuten, und ©, +8,48, ein beliebiger zwischen Ж, | 
und x, auf D liegender Punct ist, und wenn die /x sämmtlich 
mit wachsenden n unendlich klein werden. Die durch die 
Reihenfolge der Puncte 2, 2, ...x’ bestimmte Richtung nennt 
man dabei die Richtung oder den Sinn der Integration. 

Ist die vorgegebene Linie D ein Stück der y-Achse, so 
stimmt diese Definition mit der gemeinen des bestimmten Inte- 
grals überein. 

Für den allgemeinen Fall bezeichnen® wir die Länge der 
Linie Г von x, bis zu einem unbestimmten Puncte derselben 
mit l, bis zu ©, mit l , bis zu £, Lë, In, mit Lt null 
Dr, mit AA und den Winkel, den Y an der Stelle / 
oder Z, mit der 4-Achse macht, bezüglich mit ф oder ф,,, also 
An, mit (cos p,„-tisingp,)Fl,. Dann ist offenbar sowohl der 
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reelle Theil von w(x, + г) (cos д, + isin ты) als auch 
der imaginäre Theil eine rose die nur von Ltr, ab- 
hängt, so dass der Ausdruck gleich 
Ф (1, + 41, А01, EF Gell, 

gesetzt werden kann, und es sind er Ф0) und FD) unter 
den gemachten Voraussetzungen nur in einzelnen Puncten un- 
stetige Functionen, wenn nicht P unendlich viele Ecken hat, 
was wir hier ausschliessen. In dieser Bezeichnung ist nun 


Гоа) dx = 
7. Le 
De Zou Dily +.) 21, + Ir Эш) PU, Gell, 
S Ze 


eigtl 1) а, 


worin die letzten а die куч. gemeiner Integrale mit 
reellen Integrationsvariablen haben. 

Da nun diese unter den gemachten Voraussetzungen gegen 
einen endlichen Grenzwerth convergiren, so convergirt auch 
unser Integral mit complexen Integrationsvariaheln gegen einen 
endlichen im Allgemeinen complexen Werth. 

Ја, Wenn w(x) im Puncte u der Linie U unendlich wird, 
so versteht man unter dem Integral rat zidp über die Linie 
D erstreckt den Grenzwerth, welchem sich die Summe zweier 
Integrale nähert, von denen das eine über den Theil von D 
zwischen 2 und einem Puncte u, vor u auf P, und das andere 
über den Theil zwischen u, hinter u auf U bis zu x' erstreckt 
wird, wenn u, und u, dem Puncte u längs l beliebig gendhert 
werden. 

Zusatz. Das Integral erlangt aber dann einen bestimmten 
Grenzwerth, wenn (u — u) E w(u) und (u, —u)! "Set 
durch Annäherung der Puncte ту, na an u beliebig klein ge- 
macht werden können, wenn &,, E, beliebig kleine, aber angeb- 
bare positive Zahlen bedeuten. Im andern Falle besitzt das 
Integral im Allgemeinen keinen bestimmten Werth. 

Entspricht dem Punkte v die Länge A anf l, den Puncten 
u, м, bez. А, А. so sieht man leicht ein, dass auch 
(aaa), AB), und (A,— 81—802), 
(5, — My EA) durch Annäherung von 2,, A, an A beliebig 
klein gemacht werden können. Da nun nach TI, und L 


www.rcin.org.pl 


10 


[voi = == lim NI? DIA 4- i EL уа) ER 
des, A 

Jim ( A3 + ү! PU dt) 

Zoch Я 1, 

ist, so folgt der Zusatz aus den bekannten entsprechenden 
Sätzen über Integrale mit reellen Veränderlichen. 

19. Wenn die Linie U ins Unendliche verläuft, so ver- 
steht man unter dem Integral Го(х) бх über U erstreckt den 
Grenzwerth, welchem sich das huteyral über den Theil der Linie 
von Xo bis zu einem Puncte 1 nähert, wenn man l auf D zur 
Grenze unendlich übergehen lässt. 


Aus der Gleichung /w(x) dx =S UN dru 000) 41 


folgert man den Zusatz: 

Es nähert sich das Integral dann einem bestimmten Werthe 
als Grenze, wenn site gei dadurch beliebig klein gemacht wer- 
den kann, dass man x auf U weit genug fortrückt, = als positiv 
vorausgesct2t. 

IL Das Integral Sw(x)da über eine Linie ist gleich der 
Summe der Inteyrale über die einzelnen Theile der Linie, wenn alle 
Integrationen in einer und derselben Richtung genommen werden. 

Das Integral [w(x) dx über eine Linie in einer Richtung 
erstreckt ist das Negative des Integrals über dieselbe Linie in 
enigegengesetzter Richtung erstreckt. 

Beide Sätze sind unmittelbare Folgen der Delinition des 
bestimmten Integrais. 

Ill. Satz von Cauchy. Das Integral Jotzidr einer 
Function w(x), welche im Innern*) und am Rande eines Stückes 
„S“ den Charakter einer Function „fix)“ hat, über die ganze 
Begrenzung des Stückes „S' erstreckt, hat den Werth Null. 

Der Einfachheit halber nehmen wir an, die Function &(z) 
besitze im Innern von KI nur einen Punct u, für welchen sie 
so unendlich oder unstetig wird, wie es dem Charakter einer 
Function f(x) gemäss ist, und nur еше Linie Z, Jängs welcher 
sie zwar stetig ist, aber der Differentialgleichung für complexe 
Functionen nicht genügt. Wir scheiden dann aus dem Stück 5 


*) Dem Innern wird hier immer nicht blos das Aeussere, son- 
dern auch der Rand entgegengesetzt. 
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mittels der natürlichen Begrenzung dieser Stellen sehr kleine 
Flächenstücke aus und rechnen die äusseren Ufer der beiden 
natürlichen Begrenzungen der Begrenzung s des übrigbleibenden 
Stückes $' mit der Gesammitbezeichnung 8' hinzu. Setzen wir 


hierauf Y = —i wlt), Z= ols), so ist in Si überall die Difle- 
rentialgleichung erfüllt 4 
Ў. ОДА 
t= = 0) 
ду 0% 


und demnach auch das über alle Elemente dy.ds des Stückes 
S’ (im ganz gewöhnlichen Sinne eines Flächenintegrals) erstreckte 


Doppelintegral 
STE + e 2) ay. da == 0. 


Um das Integral NE - (у.х zu transformiren, zerlegen wir 
CH 

das Flächenstück 5: durch ein System der y-Achse paralleler 

Linien in Elementarstreifen von der Breite dz. Der Beitrag 

eines unbestimmten ieser a 28 ч dem Меге von 


[Sg dy.dz wird dann oflenhar del: Wi wenu die Jn- 


tegration über eine der y-Achse "ie KA erstreckt wird, 
welche dem Flächenstreifen angehört. Tritt nun (in der Rich- 
ung der wachsenden у) diese Linie bei 0, in die Fläche S ein, 


bei O’ aus derselben heraus (in unserer Figur in das um Z aus- 
geschiedene Stück ein), bei O,, wieder ein, bei O“ aus u. s. w. 
hei О,,,, 0%, ..., und sind die Werthe von У dort bez. Y,, Ki, У,,, 
Y“, Rn MO und bezeichnen wir mit ds,, ds’, ds,,, ds” ete. die 
Stücke der Begrenzung s‘, welche der betrachtete Elementar- 


streifen aus ihr heransschneidet, und die Winkel, welche diese 
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mit der y-Achse machen, mit ф,, P^ Pu, P“, wobei immer 
die Richtung von s‘ zu nehmen ist, bei der das begrenzte Stück 
A" zur Linken bleibt, so liegen offenbar diese Winkel im dritten 
und vierten Quadranten bei 0,, О,,, О,,,...‚ im ersten und zwei- 
ten bei ON, 0%, 0%, ..., so dass 


dz = — sin p, 15, = — sin f, ds, = — SiN ф,,, dS, =... 
= sin plds‘ = sin p” ds” = sin g“ ds“ ze 
Ferner ist ГЕ: Л == YAEY... 
ey 


—Y,—Y,—- Yun 


"Ob (et 
ds f S dy = ZU ang de, 
worin sich die Summation auf alle Begrenzungselemente bezieht, 


welche von dem betrachteten Elementarstreifen aus ei 
geschnitten werden. Durch die Integration über sämmtliche 


und also 


als- 


© D 
Elementarstreifen wird offenbar das Integral hie бу dy dz er- 


erhalten, und die rechte Seite der erlangten Gleichung ver- 
wandelt sich in ГҮ зіп ф de, worin die Integration über die 
ganze Begrenzungslinie s zu erstrecken ist. 

Durch ganz ähnliche Schlüsse findet man 


"07 
МА CS dz dy = — [2 соз ф ds 
und folglich 


сү r- Я 
E LG н Za d = - /(Zeosg — Ysuy)d = 0 


Und demnach endlich 

S(Zeosg — Ү зїп ф) (в = folz)(cos g +isin y)ds 

= fol(z)de = 0, 

worin die Integration über s‘, also über die ganze Begrenzung 
s von 5 und in entgegengesetzler Richtung über die natürliche 
Begrenzung von « und Z zu erstrecken ist. 

Ueber die Gestalt der natürlichen Begrenzung von u und 
l sind keine Bestimmungen getroffen. Der Werth des Integral 
So(x)dx genommen über die Begrenzung ѕ von 5, welcher 
nach dem eben Bewiesenen gleich ist der Summe der Integrale 
über die natürlichen Begrenzungen von u und l in derselben 
Richtung genommen, ändert sich nicht, wie wir auch diese Be- 
grenzungen gestalten mögen. 
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Um das Integral über die natürliche Begrenzung von u 
auszuwerthen, wählen wir für dieselbe einen Kreis, dessen Ra- 
dius r beliebig klein genommen werden kann. Setzen wir 
шн = r.e”, so ist ein Element dx der Peripherie ire”'dð, 
und das Integral über die Peripherie 


SC 
Jolzjdr = i d т. w(u + те?) еа, 
Ш 

welches verschwindet, weil r beliebig klein genommen werden 
kann und voraussetzungsmässig r. w(u + re”) mit r verschwindet. 
Also ist das Integral über die natürliche Begrenzung von u 
kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Grösse, also Null. 

Ebenso ist das Integral über die natürliche Begrenzung 
der Linie l Null, weil diese Begrenzung beliebig nahe an die 
beiden Ufer von 4 gebracht werden kann, so dass die Iutegra- 
tion über den beiden Ufern von l parallele Linien in entgegen- 
gesetzter Richtung zu erstrecken ist. Es liefern aber zwei 
gegenüber liegende parallele Begrenzungsstücke einen Beitrag 
von beliebiger Kleinheit, weil voraussetzungsmässig w(x) längs 
l stetig ist.”) Also ist das Integral über die Begrenzung von 
S kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Grösse, w. 2. bw 


*) Damit das Integral Геба) dr über die natürliche Begrenzung 
g von (erstreckt seinem absoluten Betrage nach jeden beliebigen 
Grad von Kleinheit erreichen kann, und gleichzeitig für die Be- 


е d d 4 „Ow Cw 
srenzung og noch die Dilferentialgleichung 2 = = — bestehe, (was 
е) D CH ER 2 


zur Anwendbarkeit des Cauchy’schen Satzes пио ist,) ist nothwendig, 
dass eine Strecke 0, Wie klein sie auch sein mag, angegeben wer- 
den Капи, unter welche die Entfernung der Contour von der Linie l 
nicht herabzusinken braucht (einzelne Puncte etwa ausgenommen), 
damit die Differenzen der Werthe der Function für die Puncte 
auf g und der Werthe für die nächstliegenden Puncte aul ( ihrer 
Norm nach überall kleiner als eine bestimmte beliehig klein vor- 
gegebene Zahl & werden. 

Herr E. Heine schlägt vor, eine Function Fin 5), welche 
diese Bedingungen erfüllt, еше gleiehmässig stetige zu nennen, 
während eine ungleichmässig stetige eine solche sein würde, 
bei welcher die Contour g einige Male, oder auch unendlich oft 
der Linie { näher als jede noch so kleine vorgegebene Strecke d 
gebracht werden müsste, damit die Differenzen der Wertle auf der 
Contour с und für die entsprechenden Punkte von 1 ihrer Norm 
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Wenn ein Theil einer Linie 2 oder еіп Punct м auf de 
Begrenzung s von 5 selbst fällt, so sind nur geringe Modii- 


nach kleiner seien, als eine bestimmte beliebig klein vorgegeheie 
Zahl e. 

Ich behaupte nun, dass eine stetige Function einer otr 
zweier Varlabeln niemals eine ungleichmässig stetige sein Кёп, 
ausser in unmittelbarer Nähe einer Unstetigkeitsstelle, Unter m- 
mittelbarer Nähe aber verstehe ich eine Entfernung, die kleiner as 
jede noch so kleine vorgegebene Strecke gemacht werden kann. 


1 Zi) ` 
Die Functionen — oder sin— sint von y = 1 bis y = tz, 


у H 
wenn o beliebig klein aber 2 О ist, stelige Funelionen, allein s 
kann in diesem Gehiele keine Strecke (Intervall) d so klein vw- 


1 1 Я 1 L 
gegeben werden, dass —— oder sin ‚ — sin — 
у+д у у+0 ‚ 


durchgehend seinem absoluten Betrage nach kleiner als eie 
bestimmte vorgegebene kleine Zahl e ist, wenn nicht œ vo- 
her bestimmt wird. Denn giebt man erst є, dann Ò vor, so kam 
man für y immer noch eine so kleine Zahl wählen, dass de 


А 1 1 À 
absolut genommene Differens = — — grösser als & ist. Hieru 
у+д y 

p 1 
ist nur nöllig, dass man y < —— nehme. Lanz ebenso kann n 
А 1 А, А 
sin — — sin — immer y so klein genommen werden, dass der 

y+6 у 


absolute Betrag der Dillferenz grösser als e ist, wofern nur = < = 
ist. Gleichwohl kann in beiden Fällen, wenn y (> 0) vorgegebtn 
ist, d immer noch so bestimmt werden, dass diese Differenzen 


1 1 А 1 т Ж 
e s —— und sin e — sin — ihrem absoluten Beträge 
td у GE H - 
А ? 1 e e 
nach kleiner als = werden. Demnach sind — und sin — Beispide 
y H 


ungleichmässig stetiger Functionen, jedoch in unmittelbarer Хе 
einer Unstetigkeitsstelle, weil für у = О beide Funetionen w- 
stetig sind. 

Wenn aber eine Function F(y) bei Annäherung an cine b- 
stimmte Stelle у == а ungleichmässig stetig ist, so heisst das weiter 
nichts, als man kann von dieser Stelle aus keine Strecke d so klen 
angeben, dass F(a) — Е(а — д) seinen absoluten Beirage nach kleu- 
ner ist, als eine beliebig kleine Grösse &, und mit abnehmendem d 
zu © abnimmt, also es heisst weiter nichts, als die Function Ad 
ist bei a unstetig. Liesse sich nämlich eine solche Strecke d ar 
geben, so würde auch umgekehrt F(y) von Fia — 0) bis Ма) gleich: 
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eationen des Beweises nöthig, es muss aber dann die Be- 
schränkung gemacht werden, die im Charakter f(x) ап sich 


mässig stetig sein, was gegen die Voraussetzung ist” Also ist eine 
ungleichmässig stetige Function einer Variabein in dem Puncte 
unstelig, in dessen unmiltelbarer Nähe die ungleichmässige Stetig- 
keit Stau hat. 


e e в e N 3 А а А = 
Die Function sin | tare ш +) ist, wie man sich leicht über- 


zeugl, eine stetige Function von y und z in der Umgebung des 
Punctes y = О, z = 0, wenn dieser Punet selbst ausgeschieden wird. 
Allein zieht man um einen beliebigen Punet y = a, z = b einen so 
kleinen Kreis, dass sich die Werthe der Function auf der Peripherie, 
von dem im Centrum beliebig wenig, etwa um & unterschieden, so 
muss (er Radius dieses Kreises kleiner und kleiner gemacht werden, 
je näher der Punct der Stelle : = 0, у = О liegt, Also ist die 
Function eine ungleichmässig stetige, jedoch ın der Nähe eines Un- 
stetigkeitspunctes, weil in unmiitelbarer Nähe von y = 0, z = 0 


а y d k А 
sin (4 аге tg а. jedweden Werth zwischen — 1 und -+ 1 annehmen 


kann, also unstelig ist. 

Wenn aber die Funcion Куз! in einem Puncte y = u, 
z = b stetig ist, so lege man durch «len Punct a eine bestimmte 
Richtung und bestimme auf ihr in der Entfernung o einen Punet 
von der Beschaffenheit, dass in ihm погш (Py, 21 — F(a, b)) den 
beliebig kleinen vorgegebenen Werth & hal, oder < е 151, Bewegt man 
пип diese Richtung um den Рийсї a, b vollständig herwn, so kann bei 
der Drehung weder für eine bestimmte Richtung, noch hei Annähe- 
rung an eine bestimmte Richtung, о kleiner als jede beliebige Zahl 
werden, weil in beiden Fällen norm (hn 2) — F(a,b)) einen 
Werth = e in unmittelbarer Nähe von a, b hesässe, wo diese Norm 
Null ist, also die Function unslelig wäre. was gegen die Voraus- 
setzung ist. Demnach ist die Function Fly. 2) da, wo sie stetig ist, 
auch gleiehmässig stetig. 

Da nun um jeden Punel ai, 3° einer Linie l auf der und in 
deren Umgebung Fin, 2) stetig ist, hiernach ein Kreis gezogen wer- 
den kam, mit dem angehbaren Radius о, so dass für die Puncte 
der Peripherie norm (Fly. 5) — Fly‘, °)) Z e ist, so folgt daraus 
unmittelbar, dass man um / eine Contour g ziehen kann, die nirgend 
in { einzulaufen braucht, damit die Wertlulifflerenzen der Function 
in entsprechenden Puncten von g und / ihrem absoluten Betrage 
nach kleiner als & sind. 

Ich mache bei dieser Gelegenheit aufmerksam auf einen Irr- 
thum, in den man leicht gerathen kanu, еше Function von z und y, 
die in einem Gebiete insoweit stetig ist, dass überall für ein vor- 
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nicht liegt, dass das Integral über diese Begrenzung ausführbar 
ist, was 2, В. nicht der Fall ist, wenn die Funclion für y = u 
wie Teei + unendlich wird. 

(æ — м) lg (2 — u) 

Aus den bier angewandten Beweismitteln folgert man un- 
mittelbar den Satz 

IV. Das Integral einer complexen Function w(x) über 
die ganze Begrenzung s eines Stückes „S“ erstreckt, ist gleich 
der Summe der Integrale der in derselben Richtung über die 
natürliche Begrenzung der Unstetigkeitsstellen von w(x) er- 
streckten Integrale. 

У. Das Integral Solz)dx über jede von zwei zwischen 
a und x‘ verlaufenden Linien 1, 1", welche ein Stück „5“ 
einschliessen, in dessen Innerm wlx) den Charakter f(x) hut, 
liefert einen und denselben Werth. 

Denn nach dem Cauchy’schen Satze ist das Integral von 
2, bis 2° über D vermehrt um das Integral von x‘ bis Sọ über 
I“ Null. Dieses lelztere Integral ist aber negativ gleich dem lu- 
legral von т, bis 2° über l“, woraus der zu beweisende Satz folgt. 


gegebenes z Ше Function lür alle Werthe von y; für ein vorgege- 
benes y für alle Werthe von z stetig ist, für eine in diesem Gebiete 


überhaupt stetige Function zu halten. Die Function sin 4 arc tg —> 


über welche wir bestimmen, dass sie für у == О, z= О den Werth 
O haben soll, ist eine solche Function (längs der y- und z-Achse 
ist sie beständig 0), und ist für y = О, z == О doch eine unstelige 
Funetion. Stellt die für alle bestimmte Werthe von @ convergente 


Ka 

Reihe Kä соз пф + 0, sin ng) eine stelige Function /(ф) dar, 
0 

so folgt aus einem von Abel und Dirichlet bewiesenen Satze, 


© 
Lionville’s Journal Bu, 7, 1862) dass Pautos п Läb Sin иф) 
а) F р 

0 


für rz 1 eine Function (г, ei ist, die für jedes vorgegebene f, 
wenn r stetig bis zu 1 wächst, stetig in die Fnnetion /(ф) über- 
geht, und für jedes gegebene »<1 als Potenzreihe eine sletige 
Function von @, für т == 1 aber vorausgesetzter Maassen eine sle- 
tige Function von @ ist, so folgt hieraus noch nicht, dass Bir, gi 
bis zu r= 1 hin überhaupt eine stetige Function sei. 

Für uns ist aber eine Funelion zweier Vartabeln längs einer 
Linie stelig nur, wenn sie in jedem Puncte derselben (nach allen 
Richtungen) vollkommen stetig ist. 
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Dieser Satz bewirkt die Anwendbarkeit der Schreibweise 
EA 
J w(ie)de, in welcher von dem Integrationswege nicht die 


т 

Rede ist. In der That hängt der Werth des Integrals von einem 
Wege l, der die Begrenzung eines Stückes „S“ nicht über- 
schreitet, nicht ab, wenn w(x) darin den Charakter einer Func- 
tion /(2) besitzt, weil dann alle Wege zwischen 2, und x‘ nach 
dem eben ausgesprochenen Satze auf einen unter ihnen redu- 
cirt werden können. Die Angabe des Weges darf aber nicht 
unterlassen werden, wenn w(x) irgendwo im Innern von S 
unendlich wird (während dies am Rande wohl geschehen kann), 
oder wenn es innerhalb eines Stückes betrachtet wird, das nicht 
einfach zusammenhängend ist, in welchem daher nicht alle Wege 
zwischen zwei Punecten auf einen reducirbar sind. 


T 
VI. Das Integral f oiëidë, dessen obere und untere 

To 
Grenze in einem Stück „S“ liegen, in dem w(x) den Charakter 
fix) hat, ist in 5 eine Function der complexen Variabeln x 

von dem Charakter f(x). 

Bezeichnen wir das Integral mit W(x), so ist W(x) in S 
ollenbar endlich und stetig, es genügt aber auch der Differential- 


d * 
gleichung Ar = — ‚SE . Es ist nämlich 
CH os 
х4 = А 24у N А, 
Wis +dy)— Wa) =S (8) 4 — f wird = Јо, 
To To 5 


weil man für die Wegstrecke von x, bis ж in den beiden In- 
legralen, deren Differenz zu bilden ist, beide mal dieselbe wählen 
kann. Also ist nach der Definition des Integrals W(x + dy) — Wie) 
= dy w(x) und ebenso 004-7 05) — Wa) = idzw(z), tolg- 
lich Ko = Ө. w. z. b. w. 

Man nimmt sehr häufig für die obere Grenze und die 
Integrationsvariabele einen und denselben Buchstaben. 


VI. Das Integral er йш 


т— 
zung von & in positiver Richtung erstreckt, hat den Werth 277. 
Nehmen wir als natürliche Begrenzung einen um den Рипсї 


über die natürliche Begren- 
Ё g 


ZE : m e dn 
5 mit dem Radius 1 geschlagenen Kreis, so ist norm ( z) 


2 
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= ds, wenn ds ein Linienelement der Kreisperipherie bedıutet. 
und da die Strecke von E nach & senkrecht steht аш der 


Strecke ds, so ist der Winkel von Sec? die Differenz der Win- 


> 


e e а: 
kel der Zahlen de und 2 — $, gleich = und daher КШ 


ids und d ai = ifds = їл. Die Gestalt der natürichen 


Begrenzung ist aber nach dem Cauchy’schen Satze völlig will- 
kürlich, und somit ist VD. bewiesen. 

Damit wir das Integral / E als Funetion der oeren 

: 

Grenze 2 ansehen können, ziehen wir vom O-Puncte der 2-Грепе 

eine Gerade g ins Unendliche, deren beide Ufer wir ak Be- 

grenzung der Ebene ansehen — wir nehmen hierzu die pesitive 

y-Achse —, dann bildet diese ein einfach zusammenhäng:ndes 


d E Si d ш Е 1 
Stück S, in dessen Innerm die Function E den Charakter 


fix) hat. In diesem Stück ist daher (nach den unter V. wd VI. 
gemachten Bemerkungen) eine eindeutig bestimmte Function von 


(х 

3 Edr > Я 

ж, wenn wir noch feststellen, dass / für x = ] au’dem 
x 


1 
positiven Ufer von g verschwinde. Bezeichnen wir nun diese 
Function mit lg æ, so ist 


snp l Su f AA 
le (e di = d E = y: = + б а 


1 1 “ 
und wenn wir im letzten Integrale für са die Variable £ ein- 


führen, 
е dä SI dë 
lg (œ. f) d GER E = lg æ +ig£. 

І і 
Aus der Gleichung 9 (08) = lga 4-16 8 folgt die Uebrrein- 
stimmung unseres Integrals mit den Logarithmen irgend einer 
constanten Basis. Da aber auf dem negativen Ufer von с ligg 
um Zi grösser ist, als auf dem positiven, so stellt das Inegral 
die natürlichen Logaritbmen dar.*) Der Satz VII. kann nun 
auch so ausgesprochen werden: 


D d, tem e Kë, А 
) —!@(1—т)= 1 lässt sich leicht in eine Reihe 
— 2 
0 
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ҮП. Der natürliche Logarithmus von s— ë, also 
um — E)wächst um Zei, wenn die Variable x um die ganze 
Begrenzung eines den Punct © enthaltenden Stückes „S“ herum- 
geführt wird. 


ҮШ. Das Integral 2509. ex GE in positiver Richtung 


über die ganze Begrenzung s eines den Punct E im Innern 
enthaltenden Stückes „S“, in welchem w(x) den Charakter f(x) 
besitzt, erstreckt, hat den W EK më 


4 Er ` "wls) dx CaS) dr 
Schreibt mau nämlich ef er 
т-—& Элі za ein 
S Í ш H F m 
dr WI & ZE: 
entwickeln. Es ist nämlich wen = Ж, BE Al = шт" 
1-—т Ze, +1 ПЕЕ 
о 0 
"а атах 
um nun das Integral ну 1 == Бу zu untersuchen, integriren 
eech 


0 
wir auf einer geraden Linie von © bis 2 = r.ef', worin dann ф 
constant, dr demnach = ef. dr ist Dann ist 


ne eege r" dr A 
4 1 —r (cos p+ isin g) 


nf” "(1 —r cos ф) dr г 
(1—reosp)?+ г? + r?sin? Ф 
тті dr 


(+1) o 
ie Шу с=с 


nun ist r”% eine Function, Ше бы 7а О und r ihre Zeichen nicht 


wechselt, folglich, wenn А, se < oder = 1 sind, 
Re = ‚et dig see (т, i CEA ur sing CECR 
1 —2Ar соѕ ф Hr? % 1—2ur cosg Lu? (ie 
sic (lat att y ee Ф iur sin D 
= —— | mt 
т 4- 1 1—24, созу 442,2 1—2ur coso + u?r?) г? 


So lange nun r< 1 ist, nähert sich dieser Ausdruck stets, wenn 
aber r = 1 für alle Фф, ausser у = О oder 277, der Null, wenn 
man m gross genug nimml, bis am jedem beliebigen Grade von Ge- 


m 
n 


nauigkeit. Demnach stellt die Reihe иш SR, ‚ die Function 
m=® | ni 

—lg1 - т für normr <1 und für z = ef, g=0, 2” bis zu 

jedem beliebigen Grade von Genauigkeit dar. 


De 
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Leg A so besitzt 009) in Süberall, auch 
mm & Drei m=i 


für æ = E den Charakter f(x) und das zweite Integral ist des- 


halb Null. (5 5) gie ist aber gleich TOJ Pr є, = Drai w(ë) 


D 


nach Satz VH, woraus der zu heweisende Satz zi 


Da nun re einen einzigen bestimmten ersten, zweiten. 


dritten еіс. Diflferentialquotienten besitzt, wenn man unter dë 
eine beliebige complexe, zuletzt unendlich klein werdende Zahl 
versteht, also sammt seinen sämmtlichen Dilferentialquotienten 
eine complexe Function von & ist, so erhält man, so lange 
& im Innern, und nicht am Rande von S liegt, durch Differen- 
tiation nach der сорвал Variabeln E die Gleichung 

n! ОА р 

der (а — &)"+1 SC dën 


und den Satz: 


ІХ. Eine Function ww(x), die im Innern eines Stückes 
„S“ den Charakter f(x) hat, ist ватт! ihren sämmtlichen Dif- 
ferentiulquotienten im Innern, aber nicht nothwendig am Rande, 
eine endliche und stetige Function der complexen Variabeln x 
mit dem Charakter f(x). 


Denn in der That hat das bestimmte Integral А nz 
stets einen endlichen Werth, wenn w(&). was er 
wurde, am Rande von 5 integrabel ist, und der Punct 2 im 
Innern von 5 liegt, welches seine Lage auch sein möge. 

Die Stetigkeit aber folgt aus der Endlichkeit der Differen- 
tialquotienten. Demnach giebt es im Innern eines Stückes „8“, 
in welchem eine Function der complexen Vuriabeln x den Cha- 
rakter f(x) hat, weder eine Linie noch einen Punet, in welchem 
die Differentialgleichung E = 2 keine Anwendbarkeit be- 
sässe, was z. В. stattfinden würde, wenn сш) bei Annäherung 
des Punctes x an einen bestimmten Punct in verschiedenen 
Richtungen verschiedene Werthe erhielte. Ebensowenig kann es 
im Innern einen Punci u geben, in welchem eine solche Func- 
tion w(x) unendlich wird. Im letzteren Falle kann man zwar 


° den Punct 2 nicht auf den Punct м fallen lassen, weil dann der 
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0(5) dë out EI 


Zu Bari E—u 
für ë =u in einer höhern als der ersten Ordnung unendlich 
wird, d. h. mit Ẹ— u multiplicirt, für &= u nicht endlich bleibt. 


Pol) dE 


Allein es ist E э, immer endlich, und die Norm des 


“ет, МЕЛ” 
Ausdruckes kann eine angehbare Zahl M, wie gross diese auch 
sein mag, nicht übersteigen, wie nahe auch x ап м herange- 
bracht wird, während (2), welches diesem Ausdrucke gleich 
ist, so lange 5 nicht genau auf u fällt, eine Norm besitzen 
muss, die grösser als die Zahl H gemacht werden kann, wenn 
man ж nur nahe genug an u rückt, vorausgesetzt, dass (2) 
für xu unendlich wird, wobei "zu beachten ist, dass eine 
durch Abänderung eines Werthes in einem einzelnen Puncte heb- 
bare Unstetigkeit ausgeschlossen ist. Daraus folgt, dass ein 
solcher Punct # überhaupt nicht vorhanden sein kann. 

X. Wird eine Function w(x) im Innern eines Stückes 
5 im Puncte u so unendlich, und im Puncte v so Null, dass 
w(x). (2 — u)" 

Get ` 

Unendlich verschiedene Werthe erhält, so sind m und n ganze 
Zahlen, wenn w(x) in S den Charakter f(x) hat. 

Die Zahlen n und m heissen die Ordnungen des Unendlich- 
werdens oder Verschwindens. — Läge nämlich der reelle Theil 
von n zwischen р und p+1, und der von m zwischen o und 


Satz = w(u) nicht anwendbar ist, da ja 


für x gleich u und v sowohl von Null als von 


“йж (ә: — u)" 
(x — M 
würde in den Puneten a und v unendlich, was nach IX. nicht 
möglich ist. Hingegen können am Rande von 5 gebrochene 
und complexe Ordnungen des Verschwindens und Unendlich- 

werdens wohl vorkommen. 

XI. Der Logarithmus einer Function w(x), welche im 
Innern eines Stückes „S“ in einzelnen Puncten unendlich wird, 
sonst aber stetig und endlich ist, und am Rande von S weder 
unendlich wird noch verschwindet, also Igw(x) wächst um so 
viele ganze Multipla von Zrri, wenn x um die ganze Begren- 
zung von S in positiver Richtung herumgeführt wird, als der 
Ueberschuss der Puncte heträgt, für welche win) = О ist, über 
die, für welche w(x) = x ist, jeden Punct so oft gerechnet, 


q— 1, so hätte in & den Charakter fix), und 
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als die Ordnunyszahl des Unendlichwerdens oder Verschwmdens 
beträgt. 

Sind die Puncte, für welche sie unendlich wird, u, u‘, ai", 
die zugehörigen (nach X. immer ganzen) Ordnungen n, м“, vi, 
die Puncte, für welche sie verschwindet, о, mi, v”, ..., die zu- 
‚gehörigen Ordnungen m, m’, m,..., so ist der Zuwachs, den 
ig w(x) erfährt, wenn ш um das unendlich kleine Stück da 
fortgeführt wird, 


wi )(ж—м\|"(ж— w) "Lë ee 
Фоа) = dei (2 — v)". (2—0 у“. (шж——ву"”,,, ) 
+ т 1602—60) ш“ dlg (0—0 ne EN 
— n dë — н“ dis Lt d len 
und daher der Zuwachs, den der Logarithmus erfährt, wenn æ 


um die ganze Begrenzung von 5 geführt wirt, 
Salg ole) = 
d, оа) би)", j° de 
o (= РЕБ Е ) lx ш D ' 
Гев (x — в)" (а — IR Ke . , > om. >, 2—и 
wenn Ше integration über die ganze Begrenzung von 5 än 


wird. Nun hat das erste Integrral der rechten Seite den Werth 


Lë wl eh, / E? 
(ж——}®,., 


in $ den Charakter fei hat. So hat man nach Satz V.: 
Jaig ww) = п (Хт — Хн), 
was zu beweisen war. 


) also auch der Differentialgwtient 


ХИ. Eine Function vote), die in der yınzen Ebene und 
auch für unendlich grosse x den Charakter f(x) hat, ist constant. 

Wir sagen aber von einer Function at), dass sie auch 
für v == оо den Charakter /(ш) besitzt, wenn uf :) fü: g= 0 
den Charakter ` DEI hat. Nehmen wir nun das Imegral 
Га Лее) — Al über die Peripherie eines sehr grossen Kreises 
mit dem Radius А, so kann diese Integration durch die Sub- 


stitution ш = A durch die über einen sebr kleinen Kreis mit 
dem Radius ersetzt werden, nämlich durch das Integral 

Sal о (2 }— 4. Nimmt man nun А so gross, also e so 
klein, dass im Innern desselben wf - ) den Werth 4 nicht 
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23 
annimmt, — was immer möglich ist, weil w(x) sich mit wachsendem 
æ, oder dd L) mit abnehmendeın Ë nach dem, was Seite21 
bemerkt wurde, nur einem einzigen Werthe nähern kann, — wenn 


1 
der Werth (оо) nicht gerade 4 ist; so ist Jalg (of z)—A] 
über den Kreis gë also auch fd lg Lentz) — A] über den Kreis 


1 
К Null, weil wf E )— { im Innern des Kreises 4 weder ver- 


schwindet noch unendlich wird. Daraus folgt, dass die Function 
wlx) im Innern des beliebig grossen Kreises R einen anderu 
Werth als den с(ос) nicht annehmen kann, w. z. b. w. 


Aus den Identitäten: 
a Al KZ: 
en ШИ. 


Eu 


E ‚ae ‚(2 — а)" (vu)! 1 
ee Еау а 
1 1 1 
st dv Sg Su 
Tayy 
CM &—а (& — а)" (&— а)у+! 1 
ën (sa)! zs (x — ayti (x—ay ti rE 


folgen die wichtigen Sätze: 


ХШ. dsi x ein Punct im Innern eines Stückes „S“, in 
welchem eine Function (x) den Charakter f(x) hat, und wel- 
ches den Punct a im Innern enthält, so ist 


Р Е dë 
(ш) = e Sa 
"wlj de ol) HE 


ў Fan Ce of (E— u) дтт р 
dè (ж—пу*'?\ a 3 
+(0— a)" [Er 5 Gs A г SCH 5 d$ 


ler “Эш Drei (Fa у! or : 


worin sämmtliche Integrale in positiver Richtung über die Be- 
yrenzung von 5 zu nehmen sind, und 
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Pwl) dÉ 


(ol pl = = a 


2 — Ё Bar 
1 fufl£).d sad 
2—а] Әлі + geg 2i Ka 
А 1 r PEN 1 Fol) (Eat dë 
(вау Di * (a (2 — &)2ni 


worin die Integrationen sdmmtlich in negativer Richtung über 
die ganze Begrenzung von S zu nehmen sind. 

Ist nun погт(2— а) < погт (5 — а) für alle bei der 
Integration in Betracht kommenden &, also ist ж ein Punct im 
Innern eines um den Punct a gezogenen Kreises C, der die 
Begrenzung von 5 wohl berührt, aber nirgend heraustritt, so 


kann man immer so gross nehmen, dass das Integral 
E сан ER w($) a 
СЕ ар руте отете über die Begrenzung 


von CN oder, was in ER ar dasselbe ist, über die Peri- 
pherie C, jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreicht. In 
der That, setzen wir E—a = Ref, д а = те", so ist 
R der Radius von С, r aber < R und unser Integral erhält die 
Form 

? б. efit) rz 221 ыш. 


Har А Re A те? 1 
0 


Das Integral ist aber, was auch a sei, endlich und der Factor 


\ 


ai 
(7) kann jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen, 


wenn n gross genug gemacht wird. Wendet шап diese Be- 
trachtung auf das letzte Glied der ersten der unter ХШ. auf- 
gestellten Reiben an, so erhält man den Taylor’schen Satz: 

XIV. Ist w(x) im Innern eines Kreises um den Punct a 
eine Function mit dem Charakter f(x), so lässt sie sich auf 
eine, und (nach der Methode der unbestimmten Coefficienten) 
nur auf eine Weise in eine unendliche Reihe nach ganzen auf- 
steigenden Potenzen von x — а entwickeln, welche immer con- 
vergirt, so lange x ein Punct im Innern dieses Kreises ist. 
Dieser Kreis heisst der Convergenzkreis. 

Obgleich die hier gemachte Betrachtung des Resigliedes 
eigentlich nur zeigt, dass die Summe der ersten a Glieder der 
Reihe gegen den Werth der entwickelten Function convergire, 
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so sieht man doch leicht ein. dass, so lange r = norm (2 — а) 
um ein Angebbares kleiner ist als R, der Radius des Convergenz- 
kreises, die Reihe unbedingt convergent ist, d.h. eine be- 
liebige Anordnung der Glieder zulässt, weil der Quotient der 
Normen zweier aufeinander folgenden Glieder, wenn man in 
jedem für das Integral immer den grössten Werth setzt, den es 
für irgend ein n annehmen kann, sich mit wachsendem n einer 
Zahl unter 1 nähert. Dies findet im Allgemeinen nicht statt 
für die Puncte des Convergenzkreises. 

ХҮ. Hat eine Function w(x) innerhalb eines Stückes A" 
den Charakter f(x), und ist w(x) längs eines noch so kleinen 
Stückes einer Linie l in S Null, so ist w(x) überall in 5 Null. 

Die sämmtlichen Differentialquotienten der Function (2) 
sind für einen Punet x, jener Linie (Г) Null, wenn man für das 
Differential dr eine solche Differenz 2 — x, wählt, deren Mi- 
nuendus œ auf der Linie (1) liegt, “und da die Differential- 
quotienten einer complexen Function von der Wahl des Diffe- 
rentials unabhängig sind, und die Differentialquolienten einer 
Function einer complexen Variabeln mit dem Charakter f(x) 
immer eben solche Functionen sind, so sind für 2, sämmtliche 
Differentialquotienten Null. Nun kann man aber w(&) auf eine 
und nur eine Weise (nach XIV.) nach aufsteigenden Potenzen 
von &— w, entwickeln innerhalb eines Kreises a, der die Be- 


grenzung von 5 berührt und zum Mittelpunet x, hat. Da nun 
sämmtliche Coefficienten dieser Entwicklung Null sind, so ist 
our) im Innern dieses ganzen Kreises Null. Entwickelt man 
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nun (2) nach XIV. in eine Reihe nach Potenzen von 2—2, 
so sind auch deren €oellicienten sämmtlich Null, wenn z‘, 
ein beliebiger Punct im ersten Kreise ist., Dieser lässt sich 
so wählen, dass der Convergenzkreis (b) der Entwicklung zum 
Theil aus dem Kreis a heraustritt. In diesem ganzen Kreise 
ist nun oz) Null. So zeigt mau successive, dass (ж) in S 
irgend von Null verschieden sein kann. Daraus folgt 

XVI. Ist eine Function w(x) längs eines noch so kleinen 
Stückes einer Linie I in einem Stücke „S“, wo sie den Cha- 
rakter f(x) hat, gegeben, so ist sie dadurch für alle Puncte in 
S eindeutig bestimmt. 

Denn eine andere Function w(x) der complexen Variabeln x, 
welche mit ihr längs / in 5 übereinstimint, stimmt überhaupt in 5 
mit ihr überein, weil w(x)— w,(&) längs /, folglich überall Null ist. 

ХУП. Laurent’scher Satz. Hat eine Function w(x) 
im Innern und am Rande eines (beiläufig zweifach zusammen- 
hangenden) Ebenenstüches T zwischen zwei im Puncte a con- 
centrischen Kreisen den Charakter f(x), so lässt sie sich of eine, 
und nur auf eine Weise nach ganzen auf- und absteigenden 
Potenzen von x— (Lin eine unendliche Reihe entwickeln, die so 
lange convergirt, als x ein Punct im Innern von T ist. 

Seien die Peripherien des äusseren und inneren Kreises 
C und С, und £ eine Linie, welche beide verbindet; so bilden 

Se - C, C und die beiden Ufer von / 
AE ж, zusammen die ganze Begrenzung 
f Be \ eines Stückes „8“, in dessen fn- 
/ Be nerm sowohl als am Rande w(x) 
e den Charakter fei hat. Deshalb 
| ist die Summe der Integrale über 
Є' in positiver und über C in ne- 
D j DI gativer Richtung, und über l in 
positiver und negativer Richtung, 
— oder, da sich die beiden letzten 
Integrationen aufbeben, die Integrale über C und € 


wl) dë |. Ze w(ë) ЧЁ 


агур A) 
J 8—0 яі 1 x— E Әл 
Gi & 
*) Wir werden hänlig den Integrationsweg wie eine untere Grenze au 
das Integralzeichen anhangen. 
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beidemale in positiver Richtung integrirt, gleich (x), weil in 
der That diese beiden Integrationen zusammen der über die 
ganze Begrenzung von $ gleich kommen. Da aber, so lange 


5 EK. SE ў 
norm (x — а) < norm (5 — а) ist, = = in die unbedingt con- 
p= 
vergente Reihe entwickelbar ist, 
£ 
d£ ep > (ж-а)? 


= = Фа wë 


3 | Ды: 
und so lange norm (2 — a) > norm (Ẹ— а) ist, ee in die 
TO 
unbedingt convergente Reihe 


la 2 ae 


entwickelbar ist, und Ча bei der Integration über С' wirklich 
norm (2—0) < погш (#—и) und bei der über C norm (2 – а) > 
norm(5— a) ist, wenn ж im Inneru von 7 liegt, so folgt 


w(x) = 
D ГА ~ „> ON p 
f wi) ds = IR tel 
= dëi ау. | Е Is, T Ж LS w—u di m шш р 
in р (6—0) Im i wi J Har 


worin nun nach dem Cauchy’schen Salze statt der Integrationen 
über С° und Ç eine über einen beliebigen in а centrischen 
Kreis zwischen C und C gewählt werden kann. 

Damit ist die Eintwickelbarkeit dargethan, es muss noch 
nachgewiesen werden, dass sie nur auf eine Weise möglich ist, 
weil hierzu die Methode der unbestimmten Coefticienten nicht 
ausreicht. 

Sind zwei nach auf- und absteigenden Potenzen von 2 —a 
geordnete, unbedingt *) convergente Reihen wenigstens für 
Puncte der Peripherie p eines in a centrischen Kreises einander 
gleich, so müssen die СоеНісіешеп gleich hoher Potenzen ein- 
ander gleich sein. Multiplieirt апап nämlich die Gleichung 

+ о +o 


È msl — aj = Kä — a)" 
-% - О 
mil (ш——4@)" und integrirt über die Peripherie p, wobei o als 


| *) Diese Beschräukung wuss gemacht werden, weil nur iu solchen 
f ` жб H AJ . + 
{ Reihen ohne Weiteres die Summation und Integration verlauscht werden kann. 


N x 


М1 
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ganze positive oder negative Zahl oder О vorausgesetzt ist, so 
hat man 


= Ka 
È pA Ji —a)"ttde = УВ, S(a— а)" ах, 
be A r гу) р 


so fallen auf beiden Seiten sämmtliche Terme bis auf den mit 
A 1 und auf der andern bis auf den mit В „у multi- 


plieirten fort. Denn es ist Га — а) teda = 0, wenn n+ 
р 


eine уоп —1 verschiedene ganze Zahl ist, und / (л—а)—1!4@ == 


D 


2лї nach ҮП, Somit haben wir für alle ш | 

Zu = ВЕ оа oder A, = W, Wwa bn E 

Um die Entwicklung einer Function nach der Fourier- 
schen Reihe abzuleiten, machen wir nun die folgenden Be- 
trachtungen. 

Eine reelle Function A o). die in dem Intervall von ф = О 
bis ф = 275 gegeben ist, und für 277 4 ф denselben Werth 
als für ф annimmt, was auch » für eine ganze positive oder 
negalive Zahl sein mag, kann als Function der Puncte der Pe- 
ripherie eines Kreises der x-Ebene angesehen werden, welcher 
um den Nullpunet mit dem Radius 1 geschlagen ist, und kann 
dadurch als Function von y und z fortgesetzt werden, dass man 
zu allen Puncten eines und desselben Radiusvector r (der Ent- 
fernung eines Punctes vom Nullpuncte), welcher mit der 
y-Achse den Winkel e macht, den Werth Alp) gehören lässt. 
Also kann gesetzt werden: 

h(g) = Н(у, z) = Hirwsg, rsin g). 

Von der Function Ate) machen wir die Voraussetzungen, 
dass sie nur für einzelne Werthe von ap, und zwar in einer um 
ein Angebbares wiederen als der ersten Ordnung, unendlich gross, 
und dass sie nur für einzelne МегШе von у unstelig werde. 
Diese Unstetigkeiten müssen in zwei Klassen zerlegt werden, 
nämlich erstens in solche, bei denen sich Ate), sowohl wenn 
ф stetig zunehmend, als auch stetig abnehmend, der Unstetigkeits- 
stelle, elwa 9 = «, nähert, bestimmten Grenzwerihen hie — -0)) 
und A(@+0)*) stetig nähert, wie dies in der Function 


Ж) Diese leicht verständliche Bezeichnung ist von Dirichlet 
eingelührt. Ich bemerke nur, dass, wenn æ gleich О ist, für A(+0) 
und A(—0) meist A(+0) und A(27—0) gesetzt wird, was wegen 
der Perjodieität von Ate) möglieh aist, 
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| А a5 ; 
arc tg e geschieht, worin sich mit zunehmendem ф, also 


л И 
arc ig — ——— dem Werthe — — , und mit abnehmendem 


(а — 0) — а 2 

л 5 
e, also arecig — x -— dem Werthe + —- stetig nähert. 
2 5 Le +0) — ga 2 S 
Zweilens in solche, bei welchen Alp entweder abnehmend oder 
zunehmend zwar endlich bleibt, aber bestimmten Grenzwerthen 
sich nicht nähert, was nur dann geschieht, wenn die Function 


4 1. A : S Р 
wie sul d an der Stelle # unendlich viele Maxima und 


Minima besitzt, deren Differenzen nicht zu О abnehmen. Bei 
diesen Voraussetzungen ist die Function Ate) einer Integration 
durchgehend fähig. 
Diese Voraussetzungen festhaltend betrachten wir nun das 

Integral 

"Bn ai ds 

тане" 
welches erstreckt wird über das positive Ufer des Einheits- 
kreises von с an bis zu с’, dann von с’ bis zu b’ über ein 
kleines Stück eines Radiusvector. und von 5‘ bis zu b über den 


4 з "a 5 LT. 
Bogen eines Kreises, dessen Radius — sein soll und von bi 


bis с zurück über ein Stück Ете Dieser ganze Weg 
soll mit 0° bezeichnet werden. Das Integral soll nun weiter 
erstreckt werden von e bis b, über ein Stück Radiusvector, von 
b, his b‘, über den Bogen eines Kreises, dessen Radius о ist, 
von 6“, bis с“ über ein Stück Radiusvector, von с’ bis с über 
das innere Ufer der Peripherie des Einheilskreises. Dieser Weg 
in entgegengeseizter als der beschriebenen Richtung soll mit о, 
in derselben Richtung aber mit 6 bezeichnet werden. 

Hin, zi dr 
mei 2л 
und б, machen aber dabei die Voraussetzung, dass ф für 
ф = < weder auf einen Punct falle, für weichen А(9) unendlich 
wird, noch auf einen Punct, für welchen Ae) so unstetig wird, 
dass entweder л («/ LO) oder A(#—0) keinen Sinn hat, und 
machen den Winkel y zwischen den Radius Oa und 06, und 
den Winkel у' zwischen Ob’ und Оп so klein, dass h(g) für 
9<Фф=9+у, und 9 2 фу’ stetig ist, was bei der 
gemachten Voraussetzung oflenbar immer geschehen kann. . 


Wir erstrecken also «las Integral über о“ 
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Bezeichnen wir nun noch der Kürze halber den Weg 
(а, b,c) mit т, den Weg (е, b,, а) mit z,, und (a‘,b,,c) mit r,, 


AE ~ y 
hf „di 
ш ` r 
ar h 
РА ү Gi 
/ ү d D 
A 
D Sg: A 
de / 
РА 
SÉ, 
Е EK E 


den Weg (a‘, b'c) mit z’,, ei, а) mit т',, und den Weg 
(c‘,b’, a) mit т’, so haben wir offenbar 


н Hp sl de a г" Н (y, z) de __ г Нр z) dx 
Ee 2лі дв 27; т e” 2ni 
ч o (Gtr tetr’) 


weil sich die Integrationen von c’ bis с über die Peripherie des 
Einheitskreises genommen vollständig aufheben. Das Integral 
aher genügt der Gleichung 
99) бе. = АС LEI — 0) 
2 —eN лі ч „Жа 
Ahr tr, +) 
bis zu jedem beliebigen Grade vun Genauigkeit, wenn у und у“ 
klein genug, und o nahe genug an 1 genommen werden. 
Um dies nachzuweisen schreiben wir 
s Hin, sl dr 
ch Sg 77 
Gtr Hrt’) 
Е аа са үш. Ж 


y mm e” Эл 2m д е! 
(т+т,) Gaga 
= H(y.2) —h($—0) dx ee) Ken і 
2 g— ei 2л 2лї Pi- е 4 
tr) (тїт) 
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3 dr 
Es. 191. aber f CH der Zuwachs, welchen lg(a — e°") еа 
me 


(т-т,) 
fährt, wenn ж um den Punet & = gl von a his a’ in positiver 
Richtung herumgeführt wird. Dieser Zuwachs hat den Werth 


Pi 


S 
Zu L - лї +160. 
ER 
0 
= 2 s dr EP 
Ebenso ist H 9; det Zuwachs, welchen Ig(x— e" er- 
KEE 


(14°, 
fährt, wenn ж um den Punet e°’ in positiver Richtung von а“ 
bis a herumgeführt wird, und hat den Werth 
лі — 18 0. 
Iy a EN) dr 


‚ kann in die drei 
me 2ni 


ГЫ 
Das Integral f 
(т+т,) 


Integrale, über ab, hb‘, b’a‘ zerlegt werden, und es ist im 
ersten und letzten r, im zweiten @ constant, so dass man im 
ersten und dritten Alp) für Hin, z), im zweiten biä-tz) 
schreiben kann, und somit findet man 


ГА Hin, х) — (9+0) d 


те! лі 
(т-Ет) 
"Т кө) (9-4-0) еті. аф 
d Ja wi 2ng 
е 
ИАС) — 09-0) etr) ду 
de ir 2i 


D 


s a "КУ ө) — 9-0) eetde 
get! — е?! 2л 


ә” 


Und wenn wir im ersten und dritten Gliede der rechten Seite 
p = +y setzen und beide zusammenziehen, so ist das Inte- 
gral über (т tel gleich 
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У ' e \ 
ГУА) №090) "(= 1 jay | 


Әд n , 
d “© >= 


48 (9+ ИС h (9+0) Т CH. ш, 
2лі BESSE 


і 
| моо, ӘБЕС. | 
27r 1 Wi Zu 
“А. 1—(е+-—}е” чыр 


| a Ву) —h(9+0) le | 
=_= 


| Zar? ash | 


Yh(F+ W) — 8094-0) 1—0? Я 
27 1 — 20 cos Y +0? dy 


\ 
| 
BEER PAIN А 
dai AE | 
N hselt die Functi 1—6. im dem Intervall 
Nun wechselt die Function sure em Intervi 


von Yy = 0 bis y= у ihr Zeichen nieht, mithin können wir 
setzen 


Een Lea ар 
руе 1— 20 cos Y toi 
0 
e = = di ee Б.Н 
we Í 1 — 20 cos 40° SCHER 1080) 


wenn р einen Mittelwerth zwischen dem grössten und kleinsten 
Werthe A(9 +Y) — h(3-++0) in dem Intervall der Integration 
bedeutet. 


yi 201 
dëi e" 
де?" — 1 ve 
Schreiben wir für e -£ et E ts 0 
ad, gäe 


Er Va ү TE x 


oder 
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Ne. | cos y + i (Vo + VE | sin у 


— (ve eV —)eosy+ilye+ GER 


о + lg 


= 16 0 +2iarc el со у), 


so erkennen wir sofort, dass dieser et: immer endlich ist, 
für о = 1 aber der Grenze O zustrebt, wie klein auch y vor- 
gegeben sein mag. Somit haben wir endlich gefunden 

e Нр в) ВСА 0) dx 
д — её Zei 

WS Era 

h са Һс А0) к (= weil 
un МОЙ ›— 004-0) 


2л 


Uog o + 2iarcig e ‚ colg y 


worin О = 1 ist. In gleicher Weise findet man 
Hy, z)—h(9— 0) de 


те! Улі 
tr) 
„Л шалу) ee Er rUn ) 
— e =. arcig( Lui 
LI EE h(9—0) 1— 
— / Эл (lg о — 2i are tg 14 о colg y’), 


worin 0&4 ® 1 ist. Fassen wir dies zusammen, so v bg wir 


Н(у, =) de А 
d HE S = JIAO +0) 009—0) 4 Ey ei 


met mi 
(т-Ет-Ет',-Ет') 
worin zur Abkürzung gesetzt ist 
Е(у,у» е) = 
МОУ — Сан )| | КОД 9 0) Р (+ SR, 
go+ —arctg t87) 
ER л 
h(9— Ау") — (9—0) 1+0 A 
Sue: = arc sl, tg Фу ) 
BO) REN leo 
КШ "tee arc | ee cotg y) 
h(t —y)— А(09-—0) | = „ 
= weil, Leer) 
welche Function unter den über At) und 9 gemachten Vor- 
3 
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aussetzungen kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Grösse 
= gemacht werden kann, wenn nur о nahe genug an Eins, und 
y und у’ nahe genug an Null genommen werden. Für jedes 
nach so kleine vorgegebene y und у“ strebt diese Function 

N: һ(9--у)— АСО 9 Ау") — 0—0 
gegen die Grenze ae шд + N I A esch 


- - 


wenn о zur Grenze 1 übergeht. 
Daher ist nun auch 


H, ai de e Hin, sl de ` 
Zi сг e? 2лт Nr ee лі 


п! в 


+|А(д-Е0)-+ AG —0)] + Ely yo). 
also von 4[A(94+0) + ht —O)| beliebig wenig verschieden, 
w. z. b. w. 

Damit aber E(y, si, о) seinem absoluten Betrage nach im- 
mer unter einer Grösse = bleibe, dazu ist nöthig, dass y oder 
ai kleiner und kleiner genommen werden, we 9 näher und 
näher an eine Unsteligkeitsstelle rückt, an welcher Ate) ent- 
weder unendlich wird, oder einen Sprung macht, der grösser 
als & ist. An andern Stellen aber wird sich durchgehend eine 
Grösse д angeben lassen, unter welche y, у“ nicht herabzu- 
sinken brauchen, damit Z £ ist, weil eine stelige Function 
auch eine gleichmässig stetige ist (nach рар. 14, Anmerkung). 


Anderseits stellen wir die Identität auf: 
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ў  П(у, =) de r Пу, s) “ий А. 
oi б 


“| no 
CH E z) , dr де кү KU? 3) do SS 
т 


vk) mi Элі min — e”) 
Gr oi 
Gi e) r° Ву, 272 уа Пу. ale "dn 102 
ДЕМЕ и GEZ а ди 
б б 


Wählt man für die Integrationswege 0‘, с der unter dem 
Zeichen 2 stehenden Integrale die ganze Peripherie k des Ein- 
heitskreises, so müssen zu diesem Integralionswege k noch die 
Wege сє'-Ет'-Ет bez. сс'4-т', +r hinzuaddirt werden, damit die 
Wege oi bez. с wieder erhalten werden. Nun sei 


л—1 n—1 ï 
й ell, si ах eu e 
= Ké x ы Ара EE 
Ео) = >и) К Zerf ` + > (уул [#®ә» da 


Zen 
(e't +r) (сс'-Ет',--т,) 
und 
Dei —(п—1)94 
e ге" "+ z) (ш fe Hin, z) dr 
ро. d up e” 2ла H amt (eg, лі 


und es werde in dë über die ganze Ki k zu nehmeuden 
Integralen 2 durch ei" ersetzt, und es werden je zwei ent- 
sprechende Glieder (in welchen die Zahl «u dieselbe ist) zu- 
sammengezogen, so lolgt aus den Gleichungen (В.) und (A.) 
"Шоу, ai. dr , r Hy, 2).de 


(C) я i 
| (ж— е) лі (e”— д) лі 
oi с 
= AC +0) + 009—0) + Ely, y, о) 
2л n—1 er 
1 
SO "de + Fun S Кф)сови(9— pdp + Fio) 


i + 6(у.у', Qn). 
Zunächst zeigen wir nun, dass о so wenig von Eins ver- 
schieden genommen werden kann, dass F(ọ) jeden beliebigen 
Grad von Kleinheit erreicht.*) Zu dem Zwecke zerlegen wir 


*) Eine genauere Untersuchung von F(o) ergiebt, dass in den 
meisten Fällen dieser Ausdruck jeden beliebigen Grad von Kleinheit 
gleichmässig für alle п erhalten Капи, d.h, ohne dass es nöthig 


Bu 
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den Weg ce +r+r‘ in die beiden ce‘, рер, in welchen r, und 
in die beiden ch, be, in welchen e constant ist, und setzen 
noch W +9 für p, so haben wir, wenn и> 0 ist, 


е“ у" (у. 2) da 


get, 27i 
(ec +r'+ r) 
1 
gf un, Dn Ce акд р)е— 2" (А dr 
2m d нуе GE Zrt THEN 
- 1 
=", = f Ж И e EC а ei ste 1—6“ 
Zrei u 
und für u Ж; 
H(y, adr _ В) 9+7 
=.2пі Zei A7 
(ст +r) 
Aehnlich findet man 
eu L Hy, в) аз 
2ni xuti 
Lee Lëiecktz/ 

ONS A WM Hi. Kata —ну 1o 
е dE мре" MI 7 1—6 
2п 2лі u 

a 
und demnach 
a (1—o“)sin vy 
Fe) = ОУ 7 a 


n—l 


(1 —ọ“) sin иу 
E er 


uni 
n—1 


+ — af now Zee" —1) cos шу. dy 


+ КӨЙ > И) 
2л? Бе 


wäre, Ше Annäherung von о an Eins in ein Verhältniss zur Zahl т 
zu setzen. Da dieser Nachweis aber complieirt ist, und über den 
Grad der Annäherung von о an 1, wie sich später zeigen wird, 
Beschränkungen nicht gemacht zu werden brauchen, so genügt die 
hier gegebene Betrachtung, 
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Ist hierin der grösste der Coefficienten von 16 о, 1—e, 1 — 0°, 
. 1—ọ™! seinem absoluten Betrage nach L, so kann man 
den absoluten Betrag von F(ọ) dadurch kleiner als cine noch 


п 


so kleine vorgegebene Zahl = machen, das „1 


nimmt, weil dann der absolute Betrag jedes Gliedes der Summe 

А є. А 4 

kleiner als = ist, und der absolute Betrag einer Summe klei- 
è 


ner, höchstens gleich der Summe der absoluten Beträge ist. 
Somit ist bewiesen, dass Fei durch Annäherung von о an 1 
jeden beliebigen Grad von Kleinheit erhalten kann. 


Die Function 6 (у, у", о, п) zerlegen wir in eine Summe 

von zwei Ausdrücken: 
уун) + КО, уо, т), 

worin der erste Term diejenigen Beiträge zu den Integralen 
über о’ und о der Function G enthält, welche von dem Weg- 
stücke von с bis e über den Einheitskreis k herrühren. Setzt 
man in diesem Theile 2 = ef! = el tW, so kann er geschrie- 
ben werden: 
di е—"(9#—ф)!‹ 


Be ы {те Gd 
DOE ELE J CL? — Koi det К у)“ 
2, On 
Ver WË H "wei, sin Ee: 100—9) 
= -/ ‚= CS . dp 
Sg 2 яп (7 3 =) 
. Së 1 
Garg) еч... 
ж 27 sin Lui ан, 


7 
und hängt offenbar nicht von о ab. Der zweite Term, welcher 
diejenigen Beiträge der Integrale über 0°, с enthält, welche von 
den Wegen t'r bez. ckt певец» erhält eine etwas ein- 
fachere Form, wenn man 2 durch E ef" erseizt, also eine 
Drehung des Coordinatensystems um SS Winkel Y vornimmt. 
Dann ist 
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K Р ZS f My, z)dE Hy, 2) 10 dë: 
(7. 0. n) CR 21021) 2л (1—8) 2л = 
(г+7/) (ро) 
[Hy 2) — А 094-0) 45 d Су, 2) — h (9+0) &"—! dë 
51(2— 1) 2лі (5—1) 271 
T . 
Clin, в) — Мд—0)]4&_ Clm z) — h9—0) 6195 
GL — OTi (& — 1) лї K 
T D 
һ(9+0у CFE _ f ldg 
а АЕ, 


009—0) ETE ` ЕГ 
NC / Е—1 ge Ес): 


т; 
Nun ist weiter durch a des Weges т in (ab + bc) und 
T, in (ob, + b,c): 
Ш (у, 2) — 09 + 0148 ` d [Hly, 2) — h(9+0)] 5—14 
TES шот 


« үш Nit — 140 [ re СЕ jay 
Ge ЧТ ж сл E У 1— ge" 
0 
ër 
а 2227 — (1—1); Га ГА 


27 


Оп) 
— gyi g~ ei =) 


те?—1 zeit) 
1 1 


Hierin nähern sich die beiden letzten Integrale beliebig der 
О für jedes noch so kleine vorgegebene у, wenn о der Eins 
unendlich genähert wird*), weil die zu integrirenden Functionen 
endlich bleiben, und der Integrationsweg unendlich klein wird. 
Es blelbt noch das Integral zu behandeln 


F Еа с е" епі )au = 
D? 2л 1 ое 1— ge" 


0 
hl (9+0) — 9+0) 1—0 
Fe SE Coat T goire 
0 


. п—1. 
YRS ES € sin —,— sın A H 
ге f h($-+ wp) ht +0) € dy. 
d г ЧЫТ Э 2 cos y 


#) Dass dies mit wachsendem n auch stattfindet, selbst wenn 
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In dem ersten Integrale der rechten Seite können wir einen 
Mittelwerth zwischen dem grössten und kleinsten Меге von 
[AA+ 0) — А9 4-0) соѕ уу vor das Integralzeichen setzen, 
Р 1— Я Р 
weil e =——, in dem Intergrationsintervall sein Zeichen 
1—2о cos Y +e 
nicht wechselt. Ist Ho q, so hat das Integral den Werth 


еч | E EEN 
~ 1—2ọ c cos SN AË л(1+0) ek, 1—0 en 


und kann, selbst wenn о = 1 geselzt wird, unabhängig von т 
jeden beliebigen Grad der Kleinheit erreichen, wenn y klein 
genug gemacht wird. 

In dem zweiten Integrale der rechten Seite werde zunächst 
die Voraussetzung gemacht, dass eine wenn auch noch so kleine 
positive Zahl > angegeben werden könne von der Beschaflenheit, 
h( 9+ y) — ht +0) 

un 


stetig nähert, gleichviel ob ЛС +W) — AC EU unendlich viele 


dass sich mit abnehmendem ı дег О noch 


D e » + D . 
Maxima und Minima hat, wie 20”. Be: oder nicht. In die- 


sem Falle schreiben wir das zweile Integral 


Vi e CS “ е КЖЕ. LE H 
20 / http) — Aht u a sl К u sin 130) ар 
SS d > 0+ —2 cos y 
Zon А(9--Ау) MH) . 2n—1, TT 0? віп 40 
= pu a ы ШОШ /- / tr дӱ, 
ы (Ay) o et; L cosy 


worin ОА 1 ist. Das letzte Integral wird seinem absoluten 
Betrage nach vergrössert, wenn man ọ durch 1 ersetzt, und 


o ар" 
ist also kleiner als 4 TAN did, und da der Sinus grösser 
э 


ai 

als der halbe Bogen ist, kleiner als Pet = =, also 

® Ay) — h(9 +0) , 2n — 

20 et = sin па 0 Ay, und kann 
a 2 

daher, was auch ж sein mag, jeden beliebigen Grad von Klein- 

heit erreichen, wenn y klein genug genommen wird. 


das Ganze SER 


man 1—0 nieht über alle Grenzen klein macht, erkennt man durch 
ganz ähnliche Betrachtungen, als die pag. 18 in der Anmerkung auf 
eın ähnliches Integral angewendet sind, 
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Nähert sich bie 1-6) — hie) mit abnehmendem Ò so der 
Null, dass diese Differenz mit òt dividirt, oder mit (od, oder 
(14 0), oder 1914190 = Ig’d, etc. multiplicirt jedenfalls 
endlich bleibt (wenn auch nicht gerade gegen eine bestimmte 
Grenze convergirt, aber zwischen zwei bestimmte Zahlen ein- 
geschlossen werden kann), so wollen wir den Exponenten a, 
oder die Functionszeichen 19, 197, 19? etc. bez, das Maass 
der Stetigkeit der Function Ate) an der Stelle а nennen.*) 


*) Die Maasse der Stetigkeit, oder was dasselhe ist, die Ord- 
nungen des Verschwindens einer Function, bilden ein stetiges Grössen- 
gebiet einer Ausilehnung (vonler. Riemann, „Ueber die Hypothesen, 
welehe der Geometrie zu Grunde liegen“ рар. З. $. 1), welches 
unendlich viel dichter ist, als das Gebiet der in dieser Mannigfaltig- 
keit mit enthaltenen gemeinen reellen Zahlen, wenn man die Ord- 


nung æ als Maasseinheit der Ordnungen nimmt, so dass æ“ die ше 
Ordnung ist, und diese Ordnung ein bestimmtes Einzelnes in dieser 
Manniglaltigkeit bedeutet. Lassen wir diese Ordnung der Zahl ge 
\ 1 : А 
entsprechen, so entspricht E einer Zabl, die kleiner als jede 
T 
D 
angebbare Zahl und doch die Null nicht ist, d.h, im gemeinen 
Zahlengebiet keiner Zahl. Ebensowenig entsprechen (10), Je lg,... 
(lem? einer Zahl. 


1 1 
Bezeichnet man die Ordnung von w“. == —— 


(16 2)? Ueleg 

I Н . 

.. -—— mit о +616 y lglg +.. u lg”, worin e, у... Ш 

(10 x)" 

gewöhnliche reelle Zahlen sind, so findet in diesem Zallengebiele, — 
wenn dieser Name gestaltet isl, — ein deutliches Aussereinander 
statt. Dividirt man zwei Funetionen, die in verschiedenen Ordnungen 
verschwinden, «durcheinander, so wird man diejenige Ordnung die 
höhere nennen, welche der Zällerfunetion angehört, wenn der Quo- 
tient noch mit а zu Null herabsiukt, und wenn der Quotient mit 
herabsinkendem œ endlich und von O verschieden Jet. so wird 
man die Ordnungen gleiche nennen. Demnach ist von den zwei 
r, D х . 
Zahlen œ + 16у 16164.16", «8 lg +y" lglg +... p len 
die erste die grössere, wenn die erste der Dilferenzen о — ei, 
ВВ. у— y., welche nicht verschwindet, eine positive ge- 
wöhnliehe Zahl ist. 

Da sieh die Ordnung lglg zur Ordnung ig genan so verhält, 
als die Ordnung !g zu der Ordnung 1, so hat шап [жа be == 
le : 1 oder lglg == lg.lg, woraus sich für die Multiplication zweier 
solcher Zahlen die Regel ergiebt: 
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Dabei kann natürlich dieses Maass für ein p, welches ab- 
nehmend gegen œ strebt, ein anderes sein, als für ein ф, wel- 
ches zunehmend gegen o strebt. 

Wenn nun das Maass «der Stetigkeit der Function 
h($-+y)— А940) mindestens Je 1616... 107—7. (рту! für 
abnehmende y ist, und « um ein Angebbares grösser als Null 
ist, so kann die eben gebrauchte Schlussweise auf das Integral 


2er CT sin T Wsin At 
d d IA th — h (94+ 0)] ee dy noch immer 
” 0 04 = Zeg 
angewendet werden. Dann schreiben wir dies, indem wir zur 
Abkürzung La = Igw.\glg w... 169—1 ar. (an dëss setzen, 
in die Form: 
дол Iw ыл, sin ein ty. dr. Lie) їр 
л 5 о + D Es о соз t 1, Ку) 


дот Mëttiai-— Mitt" Aysin 327.27.000) pr ду 


ш о+ —2cos Ay S y Lap) 
worin О А1 ist Ё ist aber Р. ШЕ aial mya Ae 
i == ist. Es ist aber Te Е в") 
und dë m — — |" Gl also ist der unter- 

) 


suchte Ausdruck gleich 
Е de" Loy). IN At? —k(9+0)] Ay sin Ain sin el 


ол a 1 4 
- o+ ——2cos} 
[!а”'(у)]? ет 0 / 
und man kann daher, unabhängig von n, y so klein annehmen, 
dass dieser Ausdruck jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreicht. 


у 


(«+В 16 + у 16164... 3004 2716 +y lg +...) = 

оа“ + (08' + В0')16 + (ау + В8' + оу) 16? +... 
Dies Zahlengebiet kann solort eine zweite Ausdelinung erhalten, 
wenn шап lür о, 8, у... complexe Zahlen zulässt, dann unter- 
scheiden sich die zu diesen complexen Zahlen gehörenden Ordnungen 
von den reellen dadurch, dass die zu den ersten gehörenden Fun- 
etionen unendlich viele Maxima und Minimas haben, und die zu den 
letzteren gehörenden nicht, 
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Wenn aber über bäi — Ё(9--0) eine solche An- 
nahme nicht gemacht werden kann, so muss man die Voraus- 
setzung machen, dass man y so klein machen könne, dass diese 
Function von a in dem Intervall von y bis О stetig ab- oder 
stetig zunehme. Wir begnügen uns in diesem Falle mit der 
Behandlung des Integrales für die Grenze Я = 1, also des In- 


2п— 
Уаш. (90), sin en 


tegrales 5 = miy - фр, weil man 
? мп 


leicht E dass für ọ <1 um so mehr dies Integral gegen 
О convergirt, wenn dies für о = Í der Fall ist, verschieben 
jedoch diese Untersuchung, bis wir die Function Ду,у', n) be- 
handeln; weil hierzu ganz ähnliche Mittel erfordert werden. 


Den Ausdruck 5 
A ZO FE "45 мә-+0) E 14 
лї &—1 Элї жы 


T 
behandeln wir nun so, dass wir in das dér Integral eine neue 


SÉ А Е. 
Variabele & = к einführen. Dann entspricht jedem Puncte des 
є 


Weges a,b, с in der &-Ebene ein Punct des Weges а", b’,, c in 
der &-Ерепе (einen Augenblick y = y‘ angenommen), so dass, 
‚wenn wir den Strich in & wieder fortlassen, „unser Ausdruck 


übergeht in 
(j E ën JE 
Huhn 


T, 1 


Hier können wir in beiden Integralen von dem Puncte & = 0 


an den Radius Oa’ als Integrationsweg hinzunehmen, weil sich 
die Integrationen über diese Strecke gegenseitig aufheben. Der 
Weg Оа“, b,,c aber kann nach dem Cauchy’schen Satze durch 
den Radius 06, der Weg (o, b,‘,c durch den Radius Ое“ ersetzt 
werden. Dadurch geht unser Ausdruck in 

MIHO) | ni G rd ni а 


St) 1—теё" 1— re”) 
über, also in einen Ausdruck, von & єй pag. 18 in der An- 
merkung gezeigt worden ist, dass, wie klein auch y vorgegeben 
sei, n immer so gross genommen werden kann, dass er jeden 
beliebigen Grad von Kleinheit erreicht, wobei jedoch n um so 
grösser sein muss, je kleiner y ist, so dass dann, aber auch nur 
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dann, keine Zahl N angegeben werden kann, über welche n 
nicht zu steigen braucht, damit die Integrale kleiner als eine 
bestimmte Zahl e seien, wenn keine Grösse д angegeben wer- 
den kann, unter welche y unter allen Umständen nicht zu 
sinken braucht. 

Eine ganz gleiche Behandlung, als auf diejenigen Integrale 
der Function К(у, у", 0, п), welche über die Wege т und т, zu 
nehmen sind, angewandt wurde, lassen offenbar diejenigen In- 
tegrale zu, welche über die Wege т^ und 7‘, zu nehmen sind, 
so Jass wir nun den Satz aussprechen können: 

Die Function К(у, ai, о, п) kann jeden beliebigen Grad 
von Kleinheit erreichen, wenn о nur nahe genug an 1; y, у 
klein genug, und n gross genug genommen wird, wobei die Zahl 
n nur dann grösser und grösser werden muss, wenn irgend ein 
Umstand y und y‘ kleiner und kleiner anzunehmen zwingt, 
damit K(y,y',o,n) seinem absoluten Betrage nach unter einer 
einer bestimmten beliebig klein vorgegebenen Zahl e bleibt. Eine 
Nöthigung, die dann eintritt, wenn A näher und näher an eine 
Unstetigkeitsstelle von Мф) heranrückt. 

Die Function 


р . 2n—1 
p y { sn u U dw 
En ш 
y 


besitzt nun die Eigenschaft, dass, wie klein auch y, y’ seien, 
wenn sie nur nicht Null sind, 2 immer so gross gewählt wer- 
den kann, dass ihr absoluter Betrag jeden beliebigen Grad von 
Kleinheit erreicht. 

Da die Function А (94-07) fur in einzelnen Puncten un- 
endlich gross in einer um ein Angehbares niederen als der 


ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit der Function 


. 2@н—1 
sın en 


Ge пети der Fall, und man kann daher, was auch 


n sei*), so kleine, die Puncte, wo die Function oo wird, im 


*) Wenn die eine Funclion Ае) an einer Stelle, wo sie 
unendlich wird, unendlich viete Maxima und Minima hat, so kanu 
sie zuweilen noch infegrirt werden, wenn auch die Ordunng des 
Unendliehwerdens eine höhere als die erste ist. Dies ist aber dann 


il 
o multi- 


о 
- 


für wachsende n nicht nothwendig mit der mit sin 
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Innern enthaltende Intervalle дү, d,,..., aus dem Integrations- 
intervalle y bis 27° —y‘' ausscheiden, dass die Integrale über 
diese Intervalle jeden beliebigen Grad von Rleinheit erreichen, 
und ebenso ihre Summe, weil ihre Anzahl eine endliche vor- 
gegebene ist. Darauf beruht ja die Integrabilität einer Function, 
die an einigen Stellen des Integrationsgebietes со wird. Der 
Rest wird dann, abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem Integrale 
ra) IT 
T a жо, от 
а 
sein, wenn wir in den Intervallen О his y, di, 0,,..., 2л——у' 


94-10) 
sin Lut 


bis Zar die Function durch О ersetzen. Unter dieser 


Voraussetzung zerlegen wir nun das Intervall von О bis 27z in 
Intervalle von der Länge а 1? 5% dass das Integral in die 
Summe übergeht 
Ser 
= Eegen dëch äi. 
(Ur n—l a 
Zeo. 2л sin Ah ` 


: Я ‚ 2п—1 
en Intervallen, in welchen u gerade ist, ist s 

In den Intervallen, in welcl gerade ist 1 sin 

positiv, in den Intervallen, in welchen уб ungerade ist, negativ. 


в d = ч LIKE HIN 
Bezeichnen wir nun den grössten Werth von Sen in dem 
4 


DR 7 
ДА а 
sten mit з, 50 vergrössert man das Integral, wenn man in 
den Intervallen, welche zu einem geraden g gehören My, 
in denen, welche zu einen? ungeraden se gehören, m, für 
АСУ 0) 

sin Aan 
man in den geraden Intervallen э, in den ungeraden M, für 


h(I-+W%) 


Intervalle von u mit M,,, den klein- 


setzt. Umgekehrt verkleinert man das Integral, wenn 


einsetzt. Im ersten Falle aber erhält man die Summe 


sin At 
DE 3 
э e М»; 2 т» 
2% f < u+ . ма ч, А 
– —— „ im zweiten Falle die Summe 
т 0) 1 п 4-0) 98 — 1 


plieirten Function der Fall, und es bedarf dann einer besondern 
Untersuchung, ob die Fourier’sche Entwickelung anwendbar sei 
oder nicht, 
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UE 
GC о 2 1 
Se: (Mee Zu) Zeen und der Werth des Integrals 
» 


legt zwischen diesen beiden. Macht man mum n grösser und 
grösser, so werden die Dillerenzen Mou — Məu41> und Mou — 
Mu +1 kleiner und kleiner, da wo die Function stelig ist, und 
es bleiben nur eine bestimmte endliche Anzahl solcher Diffe- 
renzen endlich, nämlich die zu Iutervallen gehören, in denen 
МӘ Li) unstetig ist. Diese endlichen Dilerenzen durch Zu —1 
dividirt können für sich, und wenn die Puncte, für welche sie 
stattlinden, keinen endlichen Linientheil ausmachen, auch zu- 
sammengenommen, ihrem absoluten Betrage nach offenbar jeden 
beliebigen Grad von Kleinheit erreichen. Schliesst man diese 
von den Summen aus, so ist der Rest derselben offenbar kleiner 
als die grösste der Dillerenzen Moy == тә уу, welche ihrem 
absoluten Betrage nach jeden beliebigen Grad von Kleinheit 
erreichen kann, und grösser als die kleinste der Differenzen 
тә — Mous welche mit zunehmendem n ihrem absoluten Be- 
trage nach jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen kann. 
Demnach kann auch die Function J(y, y^, п) mit zunehmendem 
n jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen. 

Hierbei ist zu beachten, dass, wenn irgend ein Umstand 
y und у‘ kleiner und kleiner zu machen zwingt, dann auch л 
grösser und grösser genommen werden muss, damit der absolute 
Betrag von Лу, у n) unter einer bestimmten kleinen vorgege- 
benen Zahl = bleibe, weil dann die Diflerenzen H—m, die 


Intervallen angehören, in denen auch y und 27 — у‘ liegen, 
3s +7) mit abnelımendem 
sin $y 

y unendlich wird. Ein andrer Zwang n grösser und grösser zu 
nehmen, d. h. ein Umstand, der es verbietet, ein bestimmtes 
n, wie gruss es auch sein möge, anzugeben, damit Ду, у" n) 
seinem absoluten Betrage nach immer unter einer bestimmten 
kleinen Zahl = bleibe, könnte vielleicht dadurch herbeigetührt 
werden, dass die Anzahl der Unstetigkeitsstellen melır und mehr 
vergrössert wird, welchen Fall wir hier der Einfachheit halber 
ausgeschlossen haben. *) 


grösser und grösser werden, da ja 


*) Ich bemerke, dass wenn eine Funetion zwar unendlich viele 
Unstetigkeiten besitzt, aber solche, welche eine Integration noch 
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Wir sind nun noch den Beweis schuldig, dass 


[А б 9+0) — д +0)] "ech" Фу 

0 
wenn kä ti — h(4+-0) entweder stetig nur ab- oder nur 
zunimmt, immer mil abnehmendem y jeden beliebigen Grad von 
Kleinheit erreicht. Um abzukürzen bezeichnen wir den abso- 

Matt — 5094-0 м 
luten Betrag von nk P r == ау mit (у), dann ist 
sin Am 

of) eine in dem Intervall von y bis O mit уу stetig zu Null 


abnehmende Function. Es bleibt also das Integral zu behandeln 
2n—1 р 


vk sin Y 
1 
"i gu a р diy = 
2n— 


m "+1 zu sin = sin у 
і ie (1 1——————— d D, 
I ү; ; DE r af" k А р d 


2: 
re 9 CS 3 
, Po m Se, o л 
worin m so gewählt ist, dass WS <у =“ (тя 1) 1 
віп ob 
ist. Die Function o. wechselt nun in dem Inter- 
3 
2; + D D 
valle u Be ‚ bis il ge ihr Zeichen nicht, und man 
?һ— 
kann daher, nach «dem = vom Mittelwerth eines Integrals, 
wenn Ay, Ay, А„,... Ay... Zahlen zwischen О und 1 be- 
deuten, schreiben: 
2 = 
| pr Ou М) 
1 ed = 
J 9р) ът y 
UI 
= Ke үн "e ny 
9 an) , иа Ф 
Р з 
H Ti 
Ул Y sin = | ur 
+9 L 1 + (r—m ef ИТ йр. 
Этл 
2—1 


zulassen, nach Riemann’s Untersuchungen die Fourier’sche Ent- 
wicklung noch giltig bleibt. 
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Bezeichnen wir wiederum mit Ain, 5',,.. 


Null und Eins, so ist: 


2n 
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Аи Zahlen zwischen 


Ga (Dr ti) 
n Е 


2 - 2—1 


La wéi 1 sin 14 әл 
E ир = 2п—1 


(— 1)"2 sin A’ me 

и + й, 
also mit zunehmendem "eine abnehmende Grösse, woraus leicht 
Imst 
2п—1 
erreichen kann, zumal es noch mit einem (beliebig) kleinen 
Factor behaftet ist, und also bei der Untersuchung fortgelassen 


werden kann. So haben wir also mit dieser Vernachlässigung 
2n—1 


У sin ` GH 
ий gl (w) ——— dat = 


0 
E ж Goen 
worin die g Se" ZS und sin А“ „ alle positiv sind. 


hervorgeht, dass das Integral von bis y jede Kleinheit 


m-t 


ES | sin А“ 
б и ч 
е Zut 1)*9 E u г 7 


Das erste Glied dieser Summe, für welches u = О ist, ist 


offenbar ST t)r und erreicht für sich mit zunehmen- 


dem n jeden beliebigen Grad von Kleinheit. In den übrigen 


Termen der Summe werde da kon) sin Ay% mit e be- 


zeichnet und es bilden dann 7 т. eine mit к wachsende 

Grössenreihe, deren grösstes Element ymist. Ferner sei 7m— Nu 

= u dann bilden die Ẹ Su eine abnehmende Reihe, deren gröss- 
` Term &, ist. Nun schreiben wir 


en т 1 т 1 


7 т 1)“ ( 1)“ t 
> { 1)“ l -æ f > ZE — > Wé - 
1 ES Wé get ch 1 Gei Шей d t WE (tka). 


o CH Э а A. . 
und es sind = mil u abnehmende Grössen, von denen die 


` 
ы 


m—1 


welche zu и == 1 gehört, den Werth 1 hat. Zw, 


m=! 


(—1)“ 


SZ und 


(u) Е, ) sind nun Reihen, deren einzelne Terme fort 


ed fort abnehmen und wechselnde Zeichen besitzen, also für 
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m = © noch couvergiren, und ihr Werth ist mithin dem abso- 
luten Beträge nach kleiner als ihr erstes Glied. Da diese Sum- 
men ausserdem noch mit beliebig kleinen Factoren behaftel sind, 
(wenn y klein und » gross genommen wird,) so können sie jeden 
beliebigen Grad von Кее erreichen, mithin kanu auch 
у siu| 5 | Г г; > 4 au op 
f g (y) sl, Wë? Artur 2EEOI- ШАШ? dy 
0 ù 
mit abnehmendem y und zunehmendem м jeden beliebigen Grad 
von Kleinheit erreichen, w. z. b. w. 

Setzen wir nun 
Bi, y 0, т) = Flo) +J (yy n) + КО у', о, n) — Ё(у, у', о). 
so ist nach dem, was bis jetzt über die einzelnen Theile dieser 
Function bewiesen ist, R(y, y',n, 0) eine Function, in der man 
mit о zur Grenze 1 übergehen kanu, (weil sie sich bis dahin 
slelig mit ọ ändert,) wodurch sie eine Function wird, die wir 
mit Biz, zi, n) bezeichnen und von welcher der Satz gilt: 

Fallı der Werth $ der Variabeln einer Function h(q\, 
welche im Allgemeinen stetig und endlich, und nur in einzelnen 
Puncten unendlich oder unstetig ist, auf einen Werth A. für 
welchen Ai) jedenfalls endlich ist, und für welchen hi$ LO) 
und h( — 0) beide einen bestimmten Sinn haben, und zu des- 
sen beiden Seiten Jo (o іу... Jon". lg"), (а > 1), mindestens 
das Maass der Stetigkeit ist, wenn die Function dort unendlich 
viele Minima und Maxima hat, im andern Falle aber beliebig 
ist, so kann man die Winkel y und y' zuerst so klein, und 
dann n so gross nehmen, dass R(y, у", т) jeden beliebigen (rad 
von Kleinheit erreicht. 

Die Theile der Function, welche durch Abnehmen der 
Winkel y, y^ kleiner und kleiner zu machen sind, sind ein 
Aggregat von Ausdrücken, welche Grössen von der Form 
"hid thy) — hot +0) und А Ac) — AlO) multiplieirt 
mit bestimmnten endlichen Zahlen enthalten, ausgenommen went 
> auf einen Punct fällt, zu dessen einer Seite oder beiden 
Seiten die Function unendlich viele Maxima und Minima hal, 
und ein geringeres Maass der Stetigkeit als Ig.Iglg... lg" "1. (en 
(о 2> 1) hat. Von diesem Falle abgesehen, sieht man ein, dass 
man eine Grösse д angeben könne, unter welche у und y* nicht 
herabzusinken brauchen, damit der Beitrag dieser Theile kleiner 
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als eine noch so klein vorgegebene Grösse 4E sei, ausgenommen, 
wenn A sich einer Unstetigkeitsstelle von Ke) unendlich nähert, 
weil die Function Ate) da. wo sie stetig ist, auch eine gleich- 
mässig stetige*) Function ist. In diesem Falle kann nach unse- 
ren Untersuchungen auch eine bestimmte Zahl N angegeben 
werden, welche n nicht zu überschreiten braucht, damit dem 
absoluten Betrage nach R(y,y‘,n) < є sei, indem auch die übri- 
gen Bestandtheile dieser Function ihrem absoluten Betrage nach 
kleiner als Je gemacht werden können, ausgenommen wenn 4 
in unmittelbare Nähe einer Unstetigkeitsstelle fällt. Denn eine 
Nötligung, n grösser und grösser zu machen, tritt nur dann 
ein, wenn für gewisse Werthe von 4 ein Zwang eintritt, y oder 
у‘ kleiner und kleiner zu machen, da der Fall unendlich vieler 
Unstetigkeiten ausgeschlossen ist. Rückt aber A näher und 
näher an eine Unstetigkeitsstelle von Ae), an welcher Moi 
unendlich wird oder einen Sprung macht, der nicht viel kleiner 
ist als e, so muss nothwendig y oder si kleiner und kleiner 
genommen werden, und es kann dann bei steigert Annäherung 
von J an eine solche Stelle keine Zahl N angegeben werden, 
über welche n nicht zu steigen braucht, damit dem absoluten 
Betrage nach Biz, zi, п) < а bleibt. 

Dasselbe scheint auch staltzufinden, wenn + näher und 
näher an eine Stelle rückt, für welche A(¢) unendlich viele 
Maxima und Minima und ein geringeres Maass der Stetigkeit hat, 
als die Bezeichnung 16.1616. . «16""—!. (en (e > 1) andeutet. 

Schreiben wir nun die Gleichung (C) in die Form 

(la +0) — В(®—0)] = 
n=l Ir 


ge H рз Ve Mei cos u(9— ф) ар + Rly, y'n) 


und nennen eine опен Reihe, deren n erste Glieder sich 
mit wachsendem n einem beslimmten | Grenzwerthe so nähern, 
dass eine bestimmte Zahl N angegeben werden kann, über 
welche n niemals zu steigen braucht, damit der Rest für alle 
Werthe der Variabeln der Reihe seinem absoluten Веігаре nach 
kleiner als eine bestimmte Zahl = bleibe, eine „gleichmässig 
convergente Reihe“ (wie dies seit einiger Zeit Gebrauch 


*) Nach der in der Anmerkung pag. 14 gegehenen Definition, 
4 
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ist), so können wir das Fourier’sche Theorem folgendermaassen 
aussprechen : 

ХҮШ. Ist h(g) eine reelle Function von o. welche in 
dem Intervall von О bis 27 gegeben ist, und nur für einzelre 
Werthe von ф unstetig oder in einer um ein Angebbares nie- 
deren als der ersten Ordnung unendlich ist, so lässt sich in 
diesem Intervall 

1 [AH +0) + k(t — 0)] 
überall da, wo dieser Ausdruck den Sinn einer bestimmten emi- 
lichen Zahl hat, und wo das Maass der Stetigkeit der Functionen 
MIH) — А40) oder ht — ар) — ht — 0) für abneh- 


d 
mende 1р in dem Falle mindestens das der Function э” у)“ 
t 


(о < 0) ist, wenn eine dieser beiden Functionen für abneh- 
mende Y unendlich viele Maxima und Minima haben sollte, in 
eine unendliche convergente, nach cos. und sin. ganzer Multipla 


des Bogens A fortschreitende Reihe 
2л 


1 1 Ke <= 
erf Aoide + = Zu) cos us Ме) cos иф dp 
D ? ТА Ш 


Ja 


Oe.. - » 
Ar = > sin TRAI hip) sn иф dp 
4 І " 


entwickeln, und zwar in eine für alle 9 gleichmässig conver- 
gente Reihe, welche nicht in unmittelbare Nähe einer Unstetig- 
keitsstelle fallen, oder in die unmittelbare Nähe einer Stelle, 
wo Мф) unendlich viele Maxima und Minima hat und gleich- 
zeitig das Maass der Stetigkeit unter das der Function 


lu. (о <0) herabsinkt.*) 
( 


Die Beschränkung, welche wir der Function Ate) aulerlegt 
haben, dass sie für reelle Мече von ф nur reelle Werthe 
besitzen solle, kann ollenbar fallen gelassen werden, wenn nur 
der reelle Theil und der imaginäre Theil dieser Function für 
sich beide den A(p) „sonst auferlegten Bedingungen Genüge 
leisten. Ist also Ara) = р(у)-Еїд(ф), so folgt für die Werthe 
von ф, zu deren beiden Seiten р und q stetig sind, 


*) Dass die Fourier'sche Reihe da, wo sie eine slelige 
Function darstellt, eine gleichmässig convergente sei, ist zuerst von 
Her E. Heine bemerkt worden. 
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hH) = Weld = 


un 


asi ËTT Ф) 49]+ — 200 [р(ф) 409) cos uk I+—Pp)dy 


1 48 оа 
= lim „ > Аф) е" (2—9) ар. 
n =p “Л __ 
Ist aber Mei = WEN. wt. und @(Ё) eine Function, 
welche im Innern eines um den Nullpunet mit dem Radius А 
gezogenen Kreises C den Charakter KE) hat. so kann man, 
wenn ж = Re” gesetzt wird, EH schreiben, 


en 


x“ f'olëjdë 
(Ве?!) = lim же di SE 


ә; uh) 
Has 00 —ħ in a ' 


oder, da nach dem Cauchy’schen Satze alle die Glieder, für 
weiche и &— 1 ist, Null sind: 
oi Ref? = lim 2.4 [oO de 


lu H 
en Zu E "SES? 


eine Entwicklung, die vollständig ж, der Mac Laun schen 
(Satz XIV.) übereinstimmt. Llieraus folgt der wichtige Satz: 
МІХ. Hat eine Function w(w) im Innern eines Kreises um 
den Punct О den Charakter f(x) und wird am Rande nur in 
einzelnen Puncten unendlich gross in einer um ein Angebbares*) 
niederen als der ersten Ordnung, ist aber sonst am Ronde 
stetig, so convergirt die Summe der ersten n Glieder der Mac 
Laurin’schen Reihe, welche w(x) im Innern darstellt für alle 
Puncie des Randes (Convergenz-Kreises), für welche w(x) nicht 
unendlich wird, mit wachsendem n gegen den Werth wlx). **) 


*) Eine Ordnung, die um ein Angehbares kleiner ist, als 
eine audere, ist hier immer one solche, welche durch eine Potenz 
gemessen wird, so dass die Ordnung des Unendlichwerdens von 


nicht um ein Angebbares kleiner ist als die erste. 


**) Шегреі müssen solche Puncte ausgenommen werden, für 
welche wl) zwar endlich und stetig ist, aber längs des Kreises € 
unendlich viele Maxima und Minima und gleichzeilig eın geringeres 
Maass der Stetigkeit hat, als durch die Bezeichnung Jg Je 16... (emt: 
(0 > 1), bestimmt wird. Wenigstens ist fùr solche Puncte hier 
der Beweis der Convergenz nicht geliefert. 


4* 
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Dieser Satz lässt sich sofort durch Verlegung des Coordi- 
паіепѕуѕіетѕ auf die Taylor’sche Entwicklung ausdehnen. 

Was nun die Frage betrifft, ob eine in die Fourier’sche 
Reihe entwickelbare Function A(9) sich nur auf eine Weise 
durch eine da, wo 4A(9+0) + 1 АС — 0) endlich ist, conter- 
gente trigonometrische Reihe darstellen lasse, so ist es schwer 
eine durchaus befriedigende Antwort zu ertheilen, weil in einer 
ungleichmässig convergenten Reihe die Summe der Integrale der 
einzelnen Terme nicht nachweislich gleich dem Integral der 
Reihe ist. Herr E. Heine wird in einem Aufsatze, welchen er 
demnächst veröllentlichen wird, die gestellte Frage mit сеш 
unter XX. folgenden Satze beantworten, welchen hier abzu- 
drucken mir derselbe gütigst gestattet hat. 

ХХ, Eine im Allgemeinen stetige und einwerthige, nicht 
nothwendig überall endliche Function DA) lässt sich höchstens 
auf eine Art in eine nach cos. und sin. ganzer Multipla des 
Bogens < fortschreitende Reihe entwickeln, wenn die Reihe der 
Bedingung unterworfen ist, im Allgemeinen gleichmässig zu 
convergiren. Die Reihe ist nicht überall, sondern nur im dll- 
gemeinen gleich dem Werth der entwickelten Function. 

Denn in der That stellt ja die Reihe den Mittelwerth zwi- 
schen AC EU) und kA(4+—-0) dar, der da, wo A+) unstelig ist, 
mit АС) nicht übereinstimmt. Herr Heine wird übrigens 
zeigen, dass die Coelticienlen einer so convergenten Reihe mit 
wachsendem Stellenzeiger nothwendig gegen O convergiren, 

Dass auch Wwigonometrische Reihen mit endlich bleibenden 
Coelticienten in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich oft 
convergiren können, dass eine solche Reihe zuweilen auch Fin- 
спопеп, welche in einer höhern als der ersten Ordnung uned- 
lich werden oder unendlich oft unstelige Funetionen darstelen 
könne. und einige andere interessante Eigenschaften derselben 
findet man in Riemann’s lHabilitationsschrift „Ueber die Dir- 
stellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe.‘ 

Wir kehren uun zu den Functionen einer complexen Ta- 
riabeln zurück. 

ХХІ. Eine Function w(x), welche in der ganzen x-Ebme 
den Charakter F(x) hat, ausser für x = 20, wo w(x). x" ten 
Charakter f(x) hat, ist eine ganze Function von æ vom Graden, 
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Dass n nothwendig eine ganze Zahl ist, folgt aus dem 
Satz X. Entwickelt man nun œw(w) nach Mac Laurin (Satz XIV.) 
in die Reihe: 
oU a 

І 


о) = er SÉ 
w™(0) wt DEE 
K n! = is EHE)’ 


wobei die Integration über einen beliebig grossen Kreis erstreckt 
‚ (ру. e ? 
werden kann, so ist -œ eine Function von &, deren absolu- 


ter Betrag nicht über eine bestimmte Grösse M steigt, wenn 
der Radius R des Integrationskreises noch so gross genommen 
wird, weil ja für = оо (ег Ausdruck endlich bleibt. Es wird 
aber das Integral 


[o _ dë e TZ at Ве#®) alt 
JD ZG J (Re#')" (Ref а) 
А Р «(Кеї") 
seinem absoluten Betrage nach vergrössert, wenn man e 
(Ве) 
durch den grössten absoluten Betrag dieser Function also durch 
1 1 1 j ч 
М, und — = R -- durch seinen grössten 
Bei — g R ip 2 
Ч A 
R 
1 1 1 
absoluten Betrag, also durch —- == rerl 
R ү” R—r 
R 


worin r der absolute Betrag von œ ist, und ist also kleiner als 
Mm und demnach kleiner als jede noch so kleine vor- 
gegebene Grösse, weil R beliebig gross gemacht werden kann; 
also Null. Folglich ist oui) eine ganze Function vom nten 
Grade, w. z. b. w. 

XXII. Ist w(x) eine Function, welche in der ganzen 
Ebene den Charakter fix) hat, ausser in einzelnen Puncten 
н, м, u“,..., wo sie in der men, n'len, nten... Ordnung 
unendlich wird, so ist w'x) eine rationale Function von x. 

Es ist nämlich w(s) (Le — м)". (2 — 0)". (x — ur"... eine 
Function, die in der ganzen Ebene den Charakter fix) hat, 
ausser für 2 = оо, wo sie in einer endlich hohen Ordnung 
unendlich wird, und demnach eine ganze Function von 2, woraus 
der zu beweisende Satz folgt. 
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NI. Partialbrüche. Eine Function w(x), weiche im 
Innern eines Stückes „S“ den Charakter f(x) hat, ausser in 
den Puncten u, u‘, и", ..., wo sie so unendlich wird, dass bez. 
w(x) (a — u) = U, wlx) (хш) = U', о(ж)(ж— u”) = U”, ... 
für x = и, u',u“,... wird, und U, U', U“,... endliche Grössen 
sind, kann in der Form dargestellt werden 


dt 24 7С 
шт mn zu  gr—u" 


Ер 


"w D dè е Е 
wenn / м e über die ganze Begrenzung s von S erstreckt, 
Ze 
den Werth О hat. 
Es ist nämlich nach Satz IV. 
wl) dë ” wl) а 
Bach > = ө(ж)+ > / 2:308 >>, 
të ?лї E 


“ 


S 
wenn die Integrationen der über alle Puncte u, 1“, н . ZU- 


nehmenden Summe über die natürlichen Begrenzungen dieser 
Puncte erstreckt werden. Schreibt man nun 

2 dE /'@(Ё).(&Е—ми) dë 

&— ж ni Bopi (Ëm) &—ш” 
ю(Ё)(®— и) 

so hati == 

5 2 
и, über welche die Integration zu erstrecken ist, den Charakter 


ип Innern der natürlichen Begrenzung von 


f(&) und das Integral den Werth ne in Gemässheit des 


Satzes УШ. Wenn nun das über s erstreckte Integral ver- 


schwindet, so hat man demnach 


wa) + > UP 0 oder wa) = > 0 


и— 2 EU 


w. z. b. w. 

XXIV. Produktentwieklung. Wird eine Function w(x) 
im Innern eines Stückes „S“ in den Puncten м, u‘, wi... 
unendlich gross bez. in der nien, n'in, a" fen, ... Ordnung, und 
in den Puncten v, ni, v”,... unendlich klein bez. in der mim, 
pm ien, топ... Ordnung, und hat sonst in S den Charakter 
fix), und hat das Integral 


LE dE 
ol) &— 2 


über die ganze Begrenzung s von S erstreckt, den Werth О, so 
finde für alle im Innern von S liegende Puncte So und y die 
Gleichung statt: . 
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(a m (rm TEE AM yi 
ow) 00 zeit ës 61 


(20) zZ, (Ze \" ey (29; 


3 Zu 
\z0—ul 0—0"! \z, u 


Be ee 


Wendet man nämlich die Partialbruchentwicklung auf die 
dlgwix) _ wo) 
de wii 
der Voraussetzung, dass 
(5) 3 Ге w'(E) dë 
Jee п of Es 
5 $ 
verschwindet, und dass die Grössen 
U = lim We) —u), U= lim Wa) — w’), Së 
т==ц т==и' 
H = Dm (2) (2—0), V = lim W(x) (0—0), ... 
т 0 
endliche Grössen sind, nach XXIM. 
U ү 416 0(2) 
= 2.4 +2 Ep dp ` 
woraus durch Integration zwischen x, und œ hervorgeht 


Function = (ш) an, so haben wir unter 


5 x (21 
/ (а) 2 SA de woch = Geer? 
VED 
Be U 
i SIS 
en Sp (2 Kë + 2kni, 


in о (м) 
worin k eine lineare Function von U, U',..., V, V... mit ganz- 
zahligen Coeflicienten ist, die daher rührt, dass über den In- 
tegrationsweg nichts festgesetzt ist, und [ый уы! / 4 = йз 

Vz 
um 2uUrei bez. är Улі wachsen, wenn die Wege o mal um u, 
vmal um v herumgeführt werden. Nun ist aber 
416 0(0)  dlgfjolx)(æ -wWr| dies - vm n 
dëi, e. dr P dæ mn u 
und zt) eine Function von ж, welche in der Umgebung von u 
den Charakter f(x) hat, also 


lim Wie) (2 — u) = lim (а) (£ — и) - n] = — n == U. 
гї == ц г === ц 

Ferner 

dlg (2) _ dlg [о(2) (2 — vo)" | gé? NS = Wat E | 
dn dæ —v 


worin (а) in der Umgebung von v ба Charakter /(ж) hat, 
mithin 
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lim Wa) (2—») = lim (ya) a —v)+ m| = m = Y. 
==) 
Mithin ist 
oz) ка (ECH Rap 
р 222 lg к) +-9клт, 
6 (до) > A — 2. 
worin nun К eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet. 
Geht man nun vom Logarithmus zum Numerus über, so folgt 


2—9) 
ws) mma dE 
olw) ` (z—u\" 

А a 
I= 
(u, n) 0 


w. 2. b. w. 


In allen bisher über eine Function der complexen Varia- 
beln 2: ausgesprochenen Sätzen ist vorausgesetzt worden, dass 
diese Function in dem Gebiete, in welchem sie betrachtet wird, 
eindeutig bestimmt sei, oder, wie man sagt, dass sie eine 
einwerthige Function von ж sei. Sollen diese Sätze An- 
wendung auf mehrwerthige Functionen, wie yg, 16 2, etc. finden, 
so muss die Mehrdeutigkeit für Gebiete, in welchen sie betrach- 
tet werden sollen, m irgend welcher Weise beseitigt werden. 
Dies geschieht nach Riemann durch Zerlegung mehrwerthiger 
Functionen in einwerthige Zweige. Die Werthe einer mehr- 
werthigen Function sind im Allgemeinen für ein bestimmtes æ 
um ein Endliches von einander verschieden, und nur in einzel- 
nen Puncten fallen zwei oder mehrere Werthe zusammen, oder 
werden gleichzeitig unendlich gross. Denn fielen die Werthe 
längs eines noch so kleinen Linienstückes zusammen, so müssten 
sie nach Satz XV. überhaupt zusammenfallen, wenn anders eine 
Fortsetzung als Function der complexen Variabelv & möglich 
ist. Es findet aber diese Singularität für einzelne Puncte z. B. 
bei der zweiwerthigen Function der für ж = 0 und für = 20 
statt. Verbindet man nun alle die Puncte der x-Ebene, für 
welche von den verschiedenen Werthen einer mehrdeutigen 
Function (2) zwei oder mehrere zusammenfallen, durch eine 
Linie q, welche die Ebene nicht in getrennte Stücke zerlegt und 
demnach weder geschlossen sein, noch sich selbst irgendwo 
schneiden darf, so wird dadurch, dass man die beiden ег der 
Linie als Begrenzung «der Ebene ansieht, von der Ebene kein 
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Theil ausgeschlossen, sondern nur der Bewegung eines Punctes 
in derselben eine gewisse Schranke gesetzt. Wählt man dann 
für einen bestimmten Punct der Ebene von den verschiedenen 
Werthen von at 7) einen aus, so wird über die stetige Fort- 
setzung der Function (wenn solche möglich ist) von dieser Stelle 
aus durch die ganze х-Ерепе nirgend ein Zweifel entstehen, 
wenn nur die Fortsetzung über keinen Theil der Linie g hinweg 
geschieht. Ist an der Stelle x = x, w(z)= X, = w(x,) aus 
den als verschieden vorausgesetzten Werthen X; , X‘, Kai), X ®) 
ausgewählt, und hat für æ = s, w(z,) die Меге X,, X3% 
Х„“',... EA, und liegt 2, nicht auf q, so sind diese Werthe 
alle um eine Grösse von einander verschieden, deren Norm eine 
bestimmte angebbare Zahl, etwa 2d, jedenfalls übersteigt, weil 
nur für Puncte der Linie q die verschiedenen Werthe von w(z) 
unendlich wenig von einander verschieden sein können. Man 
wird aber den Punct x, so nahe an .r, rücken können, wenn 
anders &(&) dort stetig ist, dass die Werthe X,. X3’, Х,“,... X, 
denen X,, X’, Kai... X® so zugeordnet werden können, dass 
die Differenzen Х„—Х,, X, — X’... X, 9— X ™ ihrem ab- 
soluten Betrage nach dort kleiner als d sind, während der ab- 
solute Betrag der übrigen Differenzen Х„'— E, Aa — X, etc. 
grösser als 0 ist, wegen der vorausgesetzten Verschiedenheit von 
Xis Au, Au, Kul, Demnach schliesst sich nur ein einziger 
Werth X, an den Werth X, stetig an, und es ist daher die 
stetige Fortsetzung von œ(x) eindeutig bestimmt. Hieraus 
ergiebt sich zur Festlegung eines eindeutigen Zweiges einer 
mehrwerthigen, im Allgemeinen stetigen, nur da, wo sie unend- 
lich wird, unstetigen, Funetion folgende Regel: 

XXV. Um eine mehrwerthige Function der complexen 
Variabeln x in einwerthige Zweige zu zerlegen, verbinde man 
alle diejenigen Puncte, für welche von den verschiedenen Wer- 
then von w(x) zwei oder mehrere einander gleich oder gleich- 
zeitig unendlich werden, durch eine die x-Ebene nicht zer- 
stückelnde Linie q, wähle dann für einen Punct x, einen der 
verschiedenen Werthe von w(x) etwa X, aus, und betrachte für 
x = x’ denjenigen Werth von w(z‘) ois zu demselben Zweige 
wie o(x,)= X, gehörend, welchen man dadurch erhält, dass 
man eine, die Linie q nirgend überschreitende Linie s von Ti 
nach x zieht und nun mit stetigem Vorrücken der Varia- 
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bein x längs s gleichzeitig die stetige Aufeinanderfolge der 
Werthe w(x) bildet, bis man zu dem Werthe w(x‘) gelangt. 

Geht man von x, nach x’ auf zwei einander sebr nahe 

liegenden Wegen 2, Ёа“, eat, welche beide die Linie o nir- 

, gend überschreiten, und zerlegt diese Wege 
Fi in sehr kleine Elemente, deren Endpuncie 
d bh von den entsprechenden сү, б„,... 
d sehr wenig entfernt sind, so wird man durch 
stetige Fortsetzung der Function w(x) von 
dem Werthe @(z,) in by zu demselben 
Werthe gelangen аш dem Wege xobi, als 
auf dem Wege 2 с.б, , da sich die beiden 
Werthe wegen der Stetigkeit der Function 
w(x) nur sehr wenig von einander unter- 
scheiden könnten, aber Werthe von (2), 
die sich beliebig wenig vor einander unterscheiden, im Puncte 
b, nicht vorhanden sind, weil dies nur für einzelne Puncte der 
Linie q statt hat. 

Geht man nun von b, nach b, einmal direct, ein ander- 
mal über e,c, nach ba, so wird man aus demselben Grunde in 
b, beidemale zu einem und demselben Werthe von w(x) ge- 
langen, d.h. also in b, auf dem Wege £p, bis ba zu demselben 
pn, bh, pi, с„,б„, oder da der 


Werthe als auf dem Wege ж, 
Sehritt c, бү vor- und wieder zurückgetlan wird, auf dem Wege 
un, ср, бу, da. Hieraus ergiebt sich durch successive Anwendung 
derselben Schlussweise, dass man auf dem Wege sp В, x und 
20, Cx’ durch stetige Fortsetzung von (w) zu einem und 
demselben Werthe in ш“ gelangt Dasselbe gilt natürlich auch 
für Wege, die ein beliebiges, einfach zusammenkangendes Ebenen- 
stück einschliessen, aber kein Stück der Linie q enthalten, weil 
man diese Wege durch allmälige sehr geringe Veränderung ihrer 
Gestalt in einander übergehen Jassen kann. In Folge hiervon 
heisst die Function w(w) in dem durch o beschränkten Gebiete 
auch einändrig oder monodro m. 

Zu beiden Seiten der Linie у wird aber ein Zweig cer 
Function (2) im Allgemeinen von einander um ein Endlickes 
verschiedene Werthe annehmen, also unstefig sein, wennglech 
die Function eine stetige Fortsetzung über diese Linie hinzus 
zulässt. welche Fortsetzung dann Werthe liefert, die einem zwei- 
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ten Zweige der Function angehören. Die Zweige einer stetigen 
Function aber setzen sich längs Linien in einander stetig fort. 


XXVI. Verzweigungspuuete. Fallen in einem Puncte 
zwei oder mehrere Werthe der mehrwerthigen Function w(x) 
zusammen (so dass die im Allgemeinen n-werthige Function 
dort weniger als n verschiedene Werthe hat,) und ist ihr Werth 
auf dem einen Ufer einer von ihr ausgehenden Linie um ein 
Eniliches verschieden von dem Werthe der stetigen Fortsetzung 
der Function auf dem andern Ufer dieser Linie, wenn diese 
Fortsetzung längs der natürlichen Begrenzung des Punctes ge- 
schiehl, so heisst dieser Punct- ein Verzweiyungspunct der 
Function w(x). 


Um nun die bei mehrwerthigen Functionen auftretenden 
Verhältnisse näher an einem speciellen Beispiele kennen zu ler- 
nen, betrachten wir die zweiwertbige, für die Theorie der ellip- 
tischen Functionen besonders wichtige Function 

Ra) = VA = x3) (1— к225). 
Die Puncte der x-Ebene, für welche die beiden im Allgemeinen 
verschiedenen Werthe von R(x) in einen zusainmenfallen, oder 
gleichzeitig unendlich werden, sind 


m= у UR oea ra 


Е у Мы 
Deshalb ziehen wir von 1 nach q “Ше Gerade g, und ebenso 


Е 8 HE 1 e 
eine Gerade q, von — + bis — 1, und von —— eine, etwa 
2 3 Ё 


der positiven reellen Achse parallele Gerade g‘ ins Unendliche 
pAr. e 
(+œ), und von q eme, elwa der negativen z-Achse paral- 


lele Gerade 4” ins Unendliche (— œ). Wir denken uns aber 
die &-Ebene als die Oberlläche einer Kugel, deren Radius über 
alle Grenzen gross ist, so dass die Ebene als eine geschlossene 
Oberfläche anzusehen ist, welehe einen und nur einen unendlich 
fernen Punct besitzt. Die Berechtigung hierzu entspringt daraus, 


dass die Stelle x = о durch die Substitution s = Se auf 
einen einzigen Punct a bezogeu wird, in welcher Richtung man 
auch 2 ins Unendliche rücken lässt. Bei dieser Vorstellung 


treffen die Linien o" und ai im unendlich fernen- Puncte zu- 
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sammen, und es bilden d. éi, gi, 9 zusammen einen einzigen 
continuirlichen Zug, der mit q bezeichnet werden soll, wel- 
cher die ж-Еһепе nicht zerstückelt. — Will man diese Vor- 
stellung der Ebene nicht benutzen, so muss man g‘, q” durch 
einen unendlich grossen Halbkreis geschlossen denken, was 
jedoch weit weniger bequem ist. — Nun Jefiniren wir einen 
Zweig R,(x) so, dass für ж:==0 R(x) den Werth 1 hat 


[А,(0) = 1], den andern so, dass für æ = O R(x) den Werth 
— 1 hat [R,(0) = —1|, und dass die stetigen Fortsetzungen 
von Вү(ж) und R,(x) nirgend über die Linie q hinweg geschehen. 
Die beiden Zweigwerthe von R(x), also R,(x) und Batz) unter- 
scheiden sich in jedem Puncte durch das Vorzeichen. Setzen 
wir den Zweig 
R(x) = (01—22) (1—02), R(O)= 1 

stetig fort, ohne die Linie q zu überschreiten, so ist dieser 
Zweig überall völlig bestimmt. Um die Werthunterschiede dieses 
Zweiges zu beiden Seiten der Linie q, kennen zu lernen, 
setzen wir einen Augenblick 1 4-2 = re”, also Bu) = 


Фі 
г®.ез.(1—х)(1—К?т?), und betrachten die Function nur 
für so kleine r, dass ein mit r um den Punct — 1 als Mittel- 
punkt geschlagener Kreis dessen natürliche Begrenzung bildet, 
worunter hier zu verstehen ist, dass keiner der Punkte 
т? EE 1 im Innern des Kreises enthalten is, Für «== О 
ist 0 = — 147, und da dort der Zweigwerth von A,(x) = 
\(1 — ?)(1°— Kr?) völlig bestimmt ist, so ist auch der Zweig- 
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werth der Funelion ler). (1ТЕ KT?) völlig bestimmt. (Ist 
k reell und kleiner als 1, so hat R,(&) dort einen positiven 
reellen Werth.) Diese zweiwerthige Function hat im Innern der 
natürlichen Begrenzung des Рипсіеѕ — 1 keine Stelle, für welche 
ihre beiden Werthe zusaimmentielen, und hat für alle Puncte der 


Peripherie des Kreises r, insofern sie stetig fortgesetzt wird, 
ĝi 
. ` А d ч À — 

nur einen Werth. Hingegen nimmt der Factor r#,@e*, wenn 


man von $ == О aus $ dadurch stetig ändert, dass man einmal 
in positiver, einmal in negativer Richtung auf der Peripherie bis 


zu dem Puncte ж = —1-+re?" vorgeht, in positiver Richtung 
"н 


den Werth den. in negativer Richtung den Werth re Er 
= — rel” an. Damit die Linie фу nicht überschritten werde, 
darf tür ож = —I+ re” nur ein Punct gewählt werden, 
nämlich der, welcher auf q, liegt, und es folgt aus dieser Be- 
trachtung, dass der Zweig Д, (2) für die Puncte des einen Ufers 
von q, Werthe besitze, welche sich von denen für die anf dem 
andern Ufer gegenüberliegenden Puncte durch das Vorzeichen, 
mithin da, wo Rtl nicht О ist, um eine endliche Grösse unter- 
scheiden. Dies findet wegen der Stetigkeit der Function H, (zi 
längs der ganzen Linie q, statt. (Ist Е reell und kleiner als 1, 


so ist 39, = л und R, hat auf dem Ufer, welches für die Rich- 
tung von KS bis — 1 das linke ist, positive rein imaginäre, 


auf dem andern Uter negative imaginäre Меге.) Setzt man 
А, (ж) über die Linie q, stetig fort, so gelangt man zu den 
Werthen des Zweiges 


Bn = ү(1—хж?)(1—?а?), К,(0) = —1. 
Setzen wir nan R,(z) stetig auf den beiden Ufern von g3 
fort, bis in die Nähe von =F und setzen wiederum einen 
e 1 
Augenblick x = SÉ 4 ге! und nehmen r so klein, dass 


ein um тар als Mittelpunkt mit dem Radius r geschlagener 


Kreis dessen natürliche Begrenzung bildet, so ist auf diesem. 


E 4 
Kreise Butz) = rte? d (1—02) (1—2) und die beiden Werthe 
auf den verschiedenen Ufern von o, wenn dort 4 = J, ist, 
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Fi ` KS" SEN 
sind der ү(1—х?)(1—Кж)К und е ү(1— 22) (1 — kaik 
auf den beiden {егп von q“, wenn dort 2 = J, ist, 
hat R(x) die Werthe sieff y (1 — 22) (1 —— Еа) К und 
— ner) VIII а) == ren) ка) 8, 
weil man аш das eine Ufer durch eine positive Drehung um 


1 А N 2 
р yon dh aus gelangt, und hat somit auf beiden Ufern einen 
und denselben Werth. Dasselbe findet wegen der Stetigkeit von 


Hui) längs der ganzen Linie q“ statt. (Ist k reell und kleiner 
als 1, so ist «А = æ, Jı == 0, woraus folgt, dass für reelle 


— 1 
Werthe von 2, welehe < р sind, Hoi negativ reell ist.) 


Da sich aber über diese Linie hinweg А, (2) stetig in sich selbst 
fortsetzt, so kann g‘ ganz fortgelassen werden, ohne dass der 
Zweig Butz) aufhört hestimmt zu sein. Eine ganz gleiche Be- 
trachtung ergiebt, dass А, (2) zu beiden Seiten der Linie gı 
durch das Vorzeichen von einander verschiedene Werthe besitzt, 
und sich über ou hinweg stetig in den Zweig R,(x) fartsetzt, 
hingegen über die Linie ai sich stetig in sich selbst fortsetzt, 
so dass auch oi fortgelassen werden kann. (Für reelle К <1 
ist BL) für reelle x< 1 positiv reell, für reelle x zwischen 1 


und тз auf dem positiven Ufer von gy negativ imaginär, für 
1 я 
reelle & > T aber negaliv reell.) 


Ganz dasselbe gill nun auch für den Zweig R,(x) = 
(1—42?) 1— kès), R,(0) = —1, so dass jeder Zweig eine 
vollständig bestimmte Function der x-Ehene ist, wenn man diese 
durch die Linien gq} und q, begrenzt, und zwar nehmen diese 
Functionen jede zu beiden Seiten von ф und q, um ein End- 
liches von einander verschiedene Werthe an Die vier Punete 
nd 
werthigen Function R(x), weil für sie die Меге Д,(2) und 
R,(#) zusammenfallen und in jeden eine Linie einläuft, über 
welche hinweg ein Zweig sich unstetig ändert. Für 2 =œ 
hingegen findet keine Verzweigung statt, obgleich dort beide 
Zweige unendlich werden. Denn führt man die Variabele & 
über einen so grossen Kreis, dass er als die natürliche Be- 


Eh. н e 
"9 sind Verzweigungspuncete (ег. zwei- 
а 
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grenzung des Punctes x = % angesehen werden kann, so 
nimmt jeder Zweig R,(x) und R,(z), wenn man ihn längs dieses 
Kreises stetig fortsetzt, überall nur einen einzigen Werth an. 
Jede rationale Function von x und R(x) ist wie Miz 
verzweigt. Das heisst, ein Zweig einer solchen Function ist 
völlig bestimmt, wenn man die x-Ebene durch die Linien o 
und g, begrenzt, und die Werthe der Function, wie sie den 
einzelnen Zweigen angehören sollen, für einen bestimmten Punct, 
etwa für 2 = 0, angiebt. Denn eine rationale Function von æ 
und R(x) kann sich über Linien hinweg nur da unstetig ändern, 
wo dies mit Rio) der Fall ist, und nimmt für jedes gegebene 
Wertlhpaar [2, R(x)] nur einen einzigen Werth an. Sollten 


D 


daher für bestimmte von #1, + Г verschiedene Puncte 2 die 


beiden Wertlie jener Function zusammenfallen, so kann doch in 
diese keine Linie einlaufen, zu deren beden Seiten die stetige 
Fortsetzung der Function um ein Endliches von einander ver- 
schiedene Werthe besässe, in welcher Linie [йг ein einziges 
Werthepaar |x, Rız)] zwei verschiedene Меге vorhanden sein 
würden. 

Umgekehrt ist auch eine wie R(x) verzweigle, ausser in 
einzelnen Puncten, wo sie ос wird, stetige Function der com- 
plexen Variabeln x, d.h. eine Function, die für jedes gegebene 
Werthepaar [x, R(x)] nur einen Werth annimmt, eine rationale 
Function von x und R(x). Von einer solchen Funclion ver- 
steht es sich von selbst, dass ihre Zweige einwerthige Functionen 
der x-Ebene sind, wenn diese durch die Linien q, und q, be- 
grenzt wird, weil dadurch die Zweige von R(x) bestimmt sind. 

Die zu untersuchende Function sei s, die Werthe, welche 
sie für die Werthepaare Is, R,(z)], Le, А, (а) haben, seien bez. 
sı unds,. Dann sind s; tass und s; .s, einwerlhige Funelionen 
der complexen Variabeln 2 in der ganzen &-Ebene, weil diese 
Functionen in Bezug auf AR, und R, symmetrisch sind. Deshalb 
sind sie nach Satz ХХИ. rationale Functionen von x, etwa 2g(x) 
und Aal, Es wird aber (8—81) (6—9) = 8®— 2gix)s + Ма) 
der Null gleich, wenn s einen der beiden Werthe жү oder s, 
annimmt, und mithin ist s die Wurzel einer Gleichung vom 
zweiten Grade mit rationalen Coefticienten, oder es ist 


s—gl2) = + 9a) — ha), 
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also s vermindert um eine rationale Function, {welche Differenz 
offenbar wiederum eine wie R(x) verzweigte Function sein muss, 
weil die rationale Function g(w) für jedes Werthepaar (2, Biz 
nur einen Werth annimmt), ist die Quadratwurzel einer ratio- 
nalen Function. Diese kann sich aber von R(x) nur durch einen 
rationalen Factor unterscheiden. Denn bringt man die Quadrat- 
wurzel auf die Form Si) datz), worin q(x) eine ganze Fun- 
ction ist, deren Linearfactoren nur einfach vorkommen, was 
immer möglich ist, so kann g(z) keinen andern Factor als 
2—1, ett, sk—1, zk+1 besitzen. Denn һеѕаѕѕе q(x) 
042) 
EE 


noch den Factor = — o. so würd in ух —о. ү der 


erste Factor verschiedene Werthe annehmen, wenn man x um 
а in positiver und negativer Richtung herum nach einem Puncte 
führt, wie man (nach der рар. 61 angewendeten Methode) sofort 
erkennt, wenn man re” für ж——@ setzte Der zweite Factor 
aber bleibt ungeäudert, weil in der Umgebung von с nicht zwei 
Werthe derselben zusammenfallen, er also dort einändrig ist. 
Demnach würde s— giw), also auch s, in jenem Puncte für ein 
einziges Werthepaar [x, R(x)] — weil R(x) nicht aus einem 
Zweig in den andern übergeht, wenn w um oe geführt wird, — 
zwei verschiedene Werthe besitzen, was gegen die Voraussetzung 
ist. Es kann aber auch, wenn nicht oz) = Const. ist, keiner 
a „Bar e fehlen. Denn 
fehlte 2. В. der Factor 2—1, so würde datz) seinen Werth 
nicht ändern, wenn man æ über die natürliche Begrenzung des 
Punctes 1 herumführte, weil innerhalb derselben nicht zwei 


der Factoren 2—1, c+1l, x— 


Werthe von datz) zusammenfallen. Da aber hierber R, in R, 
übergegangen ist, so würde lür alle Puncte einer natürlichen 
Begrenzung von 1 für die beiden Werthepaare (x, Ri), (x, R,) 
nur ein Werth von s—g(x) vorhanden sein. Da also die beiden 
Zweige längs einer Linie übereinstimmen, so müssten sie über- 
haupt übereinstimmen, also 5 — (2), also s nur eine einwer- 
thige, daher rationale Function von & sein und somit datz) = 
Consl. sein. Demnach ist s entweder eine rationale Function 
von 2: oder eine rationale Function von R und 2, w. z.b. w. 
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Für die Behandlung eines Integrals einer rationalen Fun- 
ction von ж und R oder einer wie А verzweigten Function reicht 
es nicht hin, die х-Ерепе durch die Linien o und g, zu be- 
grenzen, weil die so begrenzte Ebene nicht einfach zusammen- 
hangend ist, und sich daher nicht alle verschiedenen Integrations- 
wege auf einander reduciren lassen; dies findet aber statt, wenn 
wir die Linien 0, q wiederherstellen als Begrenzung der Ebene. 
Wir nannten d, g^ 9°, qa zusammen q und es bilden diese bei 
unserer Vorstellungsweise der Ebene als unendlich grosse OC? 


wt 
Пасһе einen einzigen Zug. Wir wollen nun das nel Kai 


= u(x) einer näheren Untersuchung unterwerfen. Es. besitzt 
die Eigenthümlichkeit für keinen Werth der oberen Grenze 
unendlich gross zu werden, weil nach den Zusätzen zu la. und 


1 ж. І 
zu ID. — sowohl bis an die Verzweigungspuncte 2 = LL 
Ris) k 


als auch bis ж = æ integrirt werden kann und einen endlichen 


x 
Werth liefert. Der Werth des Integrats / di hängt 


aber sowohl von dem Wege ab, über Ee die Integration 
erstreckt wird, als auch von dem Zweigwerthe, welcher R(x) 
bei der Integration ertheilt wird. Deliniren wir jedoch zunächst 
ufs) so, dass die Integration für == О mit dem Zweigwerthe 
ВО) = +1 beginne, so ist (x) für alle Werthepaare [x, В(ш)] 
vollkommen bestimmt, wenn wir niemals den Integralionsweg 
über die Linie q hinwegführen, weil die durch q begrenzte Ebene 
einfach zusammenhangend ist, und der Zweig R (2:) in ihr eine 
eindeutig bestimmte Function ist, und mithin der Cauchy’sche 
Satz (UL) anwendbar ist, und daher wach V. alle Integrations- 
wege zwischen О und ж einen einzigen Werth liefern. 


1 

Es sei nun f ЖЕР worin für Rix) der Zweig R,(z) 
0 

> , wenn für 

R(x) der Zweig А, (2) genommen СИТ und die Integration über 

das positive Ufer von q, erstreckt wird, d.h. über das Ufer, 


genommen wird, gleich ` — und ft Ж 


welches für die Richtung von 1 nach zu Linken liegt. 


H 


www.rcin.org.pl 


66 


Dann ist das Integral über das negative Ufer derselben Linie 


w’ ч 5 SEAN 
oflenbar — -5 , weil der Zweig R,(x), mithin jedes Element des 


Integrals zu beiden Seiten von g, nur durch das Vorzeichen 
verschiedene Werthe besitzt. Zu beiden Seiten der Linie oi 
besitzt u(x) Werthe, die sich um eine Constante unterscheiden; 
und zwar ist м(2) auf dem positiven Ufer von o (d. h. auf dem, 


welches für die Richtung von т nach оо zur Linken liegt) um 


die Grösse oi, welche ein Periodicitäismodul der Function 
u(x) heisst, grösser als auf dem negativen. Denn in der That, führt 
man die Variabele 2 von 0 nach 1, dann einmal über das po- 


sitive, ein andermal über das negalive Ufer von фу nach —, зо 
k 


wächst das eine Mal uls) um 20°, und nimmt das andere Mal 
um Ae" ab, führt man dann 2 auf dem positiven oder nega- 
tiven Ufer von o" weiter, so wächst u(x) beide Male um dieselbe 


E 
Grösse, nämlich um f Kar weil zu heiden Seiten von o R,(&) 
/ ' 
DH DH D k т D D D 
nur einen einzigen Werth besitzt, und der durch die Integration 


über die verschiedenen Lier von o erlangte Unterschied vu 
bleibt überall bestehen. Berücksichtigt man, dass А(2:) seinen 


Werth nicht ändert, wenn man — 2 statt 2 darin setzt, so 
-1 
l e 
findet man ЖО = u(—l) = — = und u (~ +) = 
Е 0 e dë 
ГА < >= f Lee wenn 
Ra) 4 Пр т" ре 
0 3 


die Integration über das positive Ufer von g,, d.h. über das, 
welches für die Richtung von — — nach —1 zur Linken lirgt*), 
mit dem Zweigwerth Д, (2) von Bai erstreckt wird; auf dem 
negativen Ufer von ф„ aber hat u (— +) den Werth — Jo + 


40°. Auf dem positiven Ufer der Linie oi" aber (d.h. auf dem, 


+) Die Bestimmung darüber, welches das positive und welches 
das negative Ufer sei, ist so getroffen, dass das positive Ufer der 


1 
Linie y für die Richtung 1, ГЕР X, — Kai — 1 zur Linken liegt. 
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„Ж l Г 
welches für die Richtung von —% nach = лг Linken 
liegt,) ist u(x) um die Grösse ww‘ grösser als auf dem negativen. 
x 


- kann durch die Substitution zk = 


r 
Das Integral 
Hi 
J Rae 


k 


d 


1 ® я А 
—, dz = — Ka ausgemittelt werden. Dadurch geht es über 
Bu с: 


0 4 
in das Integral -/ Е.а = — io, wobei 
d yU— Fein 
es gleichgiltig: ist, auf welchem Wege die Integration bis zu dem 
Puncte X erstreckt wird. Hieraus folgt, dass м (ос) auf dem 
positiven Ufer der Linie o den Werth 4’, auf dem negativen 
Ufer von q den Werth — 4w’ besitzt. *) 

Die Beziehung zwischen den Wertlisystemen Le, К, (22| 
und uix) treten noch deutlicher hervor, wenn man sich die 
Werthe von u(x) graphisch darstellt, indem man die Werthe 
von м in einer Ebene ganz so wie die Zahlen т durch Puncte 
repräsentirt,, wobei wir uns auf den Fall beschränken, in wel- 
chem k reell und kleiner als 1 ist, in welchem Falle die Linie 
RE 
q ganz auf die reelle Achse fällt. Führt man in Riz) 
u(x) die Variabele æ längs der reellen Achse von d bis 1 steig 
vorwärts, so nimmt u(x) die reellen Werte zwischen О und 


WM . R 5 Sr m * 
— jeden einmal und nur einmal an, weil sämtliche Integra- 
SE 


Е Le У RE 
tionselemente positiv reell sind, also u(x) von О bis 1 immer 
wächst. Führt man nun x weiter vorwärts auf dem positiven 


Ufer von gu, so ist hierbei jedes Element eine rein 1та- 


RiT) 


ginäre positive Grösse. Denn in der That ist die unter'dem 
В d р Ga 
Wurzelzeichen stehende Grösse in dem Intervall von 1 bis 


negativ, also die Wurzel imaginär, und zwar negativ imaginär, 
weil die Bewegung der Variabeln & um den Punct 1 in nega- 


*) Der Cauchy’sche Satz Ш. behält offenbar seine Giltigkeit 
auch für solche Flächenstücke 5, welche den Punct оо im Innern 
oder am Rande enthalten, wenn die Function für т = оо integrabel 
ist, also in einer höhern als der ersten Ordnung verschwindet, 


©” 
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tiver Richtung stalifindet, wenn 2: immer auf dem positiven 


Uter von g bleibt ist folglich positiv imaginär. Demnach 


1 
AEN 
е 7 dk. 
wächst uls) in dem Intervall von 2 = 1 bis 2 = ү mmerfort 


um rein imaginäre Grössen und durchläuft alle Puncte der der 


@* w 


z-Achse parallelen Geraden 1 bis = +7 ein- und nur 


RI d 


` D 
27% K -ф+ш 


einmal. Führt man nun, auf dem positiven Ufer von g bleibend, 


1 e ; 
ж um den Punct т" also in negativer Richtung halb herum, 
so wird die Function unter dem \Vurzelzeichen in А, (2:) wieder 
positiv (weil nun zwei Factoren, 1—2; und 1—kr, negativ 


sind,) und daher R,(&) wieder reell, Vor 2 hatte R(x) rein 
imaginäre negative Werthe, durch den negativen Umgang um 


den Punct Г erhält aber R(x) wieder den Factor —? und 
wird mithin negativ reell. Also sind in dem Intervalle von 


(ps 4 е ч dp > Е и 
— bis 2с sämmtliche Elemente —— negativ reel. Die Fun- 
k Ruiz) 


ction a(x) nimmt demnach mit wachsenden ж in diesem Inter- 
valle immerfort um rein reelle Grössen bis zu dem Werthe Де" 
ab, und durchläuft demnach die der y-Achse parallele Gerale 
Ara" + fw bis {w ein- und nur einmal. Eine gleiche Betrach- 
tung zeigt, dass den reellen Werthen von ж = 0 bis v = —1' 
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die reellen Werthe von О bis — іо, dem positiven Ufer von 9, 
: 1 Я М 
zwischen — 1 und — T die Punkte der Geraden — іс, 


— 40 + Äer, dem positiven Ufer von g” von an an bis оо 
die Puncte der Geraden 20—00 bis $w’ einmal und nur ein- 
mal entsprechen. o- 
Der Begrenzung der Ilalbebene, in welcher der imaginäre 
Theil von x positiv ist, also der y-Achse, entspricht eindeutig 
die Begrenzung des Rechteckes 1w, 46 | ia‘, 1w — jo, — фо, 
1 1 
KE 
— 1 die Ecken. Mau sieht auch leicht ein, dass der posiliven 
z-Achse der x-Ebene die imaginäre Achse der u-Ebene von 0 
bis 4 0° eindeutig entspricht, denn in dem rein imaginären 
Intervall von О bis ¿oc ist Ву() positiv reell, dx positiv ima- 


und zwar entsprechen den Verzweigungspuneten 1, 


gem dp Ан: чыдыр а З те 

ginär, also KI positiv imaginär und demnach wächst к(а) für 
12) 

wachsende rein imaginäre ж immerfort von О bis $w’, weil 


ulo) = $w’ ist, wenn man sich den unendlich fernen Punct 
auf dem positiven Ufer von q in beliebiger Richtung nähert. 
Dass zu jedem Меге von u, der durch einen Punct im 
Innern des Rechteckes repräsenlirt wird, ein \Werthepaar 
[æ, В,(ж)] gehört, das durch einen Punct der betrachteten Halb- 
ebene repräsentirt wird, folgt daraus, dass die Wertlie von u 
durch ein Ebenenstück repräsentirt werden, welches, aus- 
genommen іп den Ecken und in dem Puncte 4w, welcher dem 
Puncte 2 = 2с entspricht, nach pag. 7 und nach Satz Vi. eine 
in den kleinsten Teilen ähnliche (conforme) Abbildung jener 
Halbebene ist.*) Wenn nun dies Ebenenstück das Rechteck 
nicht völlig ausfüllte, sondern wenn м die Меге, die in einem 


куйа" a uii et a И 
2 — о + pi 

H. Schwarz („Ueber einige Abbildungsaufgaben”, СгеПе?ѕ Journal 
Bd. 70) die Hälfte der z-Ebene, in welcher der imaginäre Theil von 
х positiv ist, conform auf das Innere eines Kreises ab, und da diese 
die conforme Abbildung des Rechtecks 1w, Ae" + 1w, За" — 4w, 
— [ко ist, so löst er hierdurch die Aufgabe, das Innere eines Recht- 
ecks conform auf das Innere eines Kreises mit dem Radius 1 ab- 
zubillen. Der Punct œ+ Pi entspricht dem Mittelpuncte des Kreises 
und ıst willkürlich, 
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irgendwie begrenzten Stücke im Innern des Rechteckes liegen, 
nicht annähme, so könnte für die Puncte der Begrenzung dieses 
Stückes, welche ¿ heisse, eine in den kleinsten Theilen ähnliche 
Abbildung nicht stattfinden, weil um jeden Punct im Innern der 
Halbebene eine kleine geschlossene Figur, 2. В. ein Kreis gezogen 
werden kann, für die entsprechenden Puncte der Begrenzung I 
aber nicht. Einem Kreise ist aber nur ein Kreis ähnlich. Also 
kann im Rechteck eine solche Lücke nicht vorhauden sein. 
Ebensowenig können in irgend einem Stücke die Werthe von u 
doppelt vorhanden sein. Da dort die u-Ebene doppelt bedeckt 
würde, so würde аш die Begrenzung des zweiten Stückes die- 
selbe Schlussweise als auf die des fehlenden anwendbar sein. 
weshalb solche nicht möglich sind. 

In gleicher Weise wird das negative Ufer der reellen 
Achse der xz-Ebene durch die Begrenzung des Rechtecks Je, 
—4o'+4o, —tw' —4w. —4w eindeutig in der «-Ebene 
abgebildet, und das Innere des Rechtecks entspricht eindeutig 
dem Innern der vom negativen Ufer der y-Achse begrenzten 
Halbebene, und den Verzweigungspuncten die Ecken. 

Wir gehen nun zum allgemeinen Falle, in welchem k be- 
liebig ist, zurück, und erweitern die Bedeutung des Integrales 


T 
dr Я - Ө t 

u(x) = Ge Eed dahin, dass wir dasselbe über Wege erstrecken, 

AJ Rix) 

0 
welche über 9; oder g, һїпззешЇйһгеп, und В,\ш) steig längs 
derselben in беп Zweig R,(z) fortsetzen. Denkt man sich das 
System der Werthepaare |2, R,(xz)] ebenso wie das [z, А,(2)] 
durch die Puncte einer Ebene repräsentirt, welche durch Linien 
gu, 9 q“, qa begrenzt wird. so würde für alle Puncte dieser 
Ebene u(x) bestimmt sein, wenn der Werth für den Punct 2 = 0 
Masi = — 1 bestimmt ist. Denn da die so begrenzte Ebene 
einlach zusammenhangend ist, und Rei in ıhr überall den Cha- 
rakter fix) hat, so lässt sich jeder Integralionsweg zwischen 
zwei Puncten ж, und x, ersetzen durch einen zwischen x, und 
0, und einen zwischen О und x,. Па ferner offenbar 


ү, dr жы o Sr: dr ann 
FR = А, (2). eil 
0 0 


für alle Werthepaare (x, R,) ist, so wird a(s) auch für das 
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erweiterte Gebiet bestimmt sein, wenn der Werth von ufs) für 


\ = О, R(x) = —1 bestimmt wird. 
Um von dem Puncte (2 =0, R= 1) zu dem Puncte 
(2: = 0, В = — 1) so zu gelangen, dass Biz) auf dem Wege 


sich immer stetig ändert, giebt es nur zwei wesentlich verschie- 
dene Möglichkeiten, nämlich Wege, welche über die Linie o 
führen, und Wege, welche über die Linie q, führen. 

Nehmen wir als Integrationsweg den Weg om nn‘ mio, 
so ist 


ek fe, ИСТЕ 
R( er Rı(%) р R,(z) R(x) 
omun m'o m’ mnnm 


und wenn wir mil Ee Radius des Kreises mn n’ m‘ zur Grenze 
O übergehen, gleich 


TI de А cl dx Е WË КЕС 
R,lz) / К,(2) ИТЕ |. К, (27) 2 
1 
Denselben SEN erhält man oflenbar, wenn man den Kreis 
mnn'm’ durch einen andern in positiver Richtung um den 


| 4 
Р”, 
Ee f \ 
Ké \ 
| 
о Ре zb, | 
Dr Tv a, d 


Punct 1 führenden Kreis ersetzt, weil eben Bir nur sein Zei- 
chen ändert, sei es, dass man die Variabele 2; in positiver, sei 
es, dass man sie in negativer Richtung um den Punkt 1 
herumführt. 

Genau denselben Werth erhält man aber auch, wenn man 
als Integrationsweg den Weg оро” o nimmt. Denn der Weg 
oni oi kann durch den Weg vorn n’»‘o’ ersetzt werden, weil 
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К,(2) auf dem positiven Ufer von q, denselben Werth hat, als 
auf dem negaliven Ufer R,(x) und sich somit die Integralsunme 


D ut ma Riol 


vollständig К Weiter gu kann der Weg ovn durch 
omn, win oi durch o‘m’o’ nach dem Cauchy’schen бале 
(Satz Ш.) ersetzt werden, so dass also м (2) in o auch den 
Werth 4w erhält, wenn x über den Weg on ai ai geführt wird. 

Führt man also die Variable 2, u(x) als Function der 
complexen Variabeln 2 stetig ändernd, auf beliebigem Wege топ 
o über q nach oi, was ja weiter nichts heisst, als dass man 
den Integrationsweg von о nach oi über eine beliebige über o 
führende Curve nehmen soll, so erhält man für u(x) dort den 
Werth Ae, Eine ganz gleiche Betrachtung ergiebt, dass wenn 
man 2: аш beliebigem Wege über д, von o nach о“ führt, uls) 
dort den Werth — 4w erlangt. Demnach ist u(x) für die 
Werthepaare [2, А ,(2)] nicht vollkommen bestimmt, so lange 
шап zu jedem, ein solches Werthepaar repräsenlirendem Puncle 
sowohl über q, als über q, gelangen kann. Deshalb betrachten 
wir noch die z-Achse als Begrenzung dieser Ebene, so dass 
man zu allen Werthepaaren (x, R,), welche durch Puncte auf 
ihrer negativen Seite repräsentirt werden, nur über q, zu 
denen, welche dureh Puncte auf ihrer positiven Seite repräsen- 
гі werden, nur über q, gelangen kann. Dann sind die Werthe 
von (z) auf dem positiven Ufer der 2-Achse jener Ebene um 
w grösser als auf dem negativen, weil dies im О-Рипсіе statt- 
findet, und das Integral u(x), über welches Ufer der z-Achse 
über eine bestimmte Strecke es auch genommen werden mag, 
immer genau um dieselbe Grösse wächst. Die Grösse æ heisst, 
wie oi, en Periodicitätsmodul des Integrals м(2). 

Es ist also u(x) oder besser ala, R) für alle Wertlie- 
paare Io, А(2:)] vollkommen bestimmt, wenn man die den Zweig 
R,(z) repräsentirende Ebene durch die einen Zug bildenden 
Linien g'g” begrenzt, und die den Zweig H. (zi repräsentirende 
Ebene durch eben solche Linien a o" und durch die z-Achse. 
(welche mit jenen Linien im unendlich fernen Puncte der Ebene 
zusammentrillt,) begrenzt. Nennen wir im zweiten System die- 
jenigen Ufer von oi, q” die positiven, welche im ersten die ne- 
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galiven sind, so ist м(2, R) auf den positiven Ufern von oi, q“ 
beider Ebenen um den Periodicitätsmodul w’ grösser als auf dem 
negativen, und auf dem positiven Ufer der z-Achse der den 
Zweig R, repräsenlirenden Ebene um w grösser als auf dem 
negativen, und ist sonst überall endlich und stetig. 

Führt man aber die Variabele ж über die Begrenzungs- 
linien vom positiven zum negativen Ufer hinweg, «(x, R) stetig 
fortsetzen], so erhält x (2, R) Wertle, welche um ou bez. w 
grösser sind, als die eben bestimmten, und wenn шап den 
Integrationsweg, oder was dasselbe ist, die Variabele 2 der 
Function u(x, R) n bez. ai mal über die begrenzende z— Achse 
bez. über oi ai" in der einen oder andern Richtung stetig führt, 
„so erhält u den Werth 

u(x, В) + по + nw’ 
und ist also eine unendlich vieldeutige Function von x und R, 
ähnlich wie 16 (2) nur bis auf ein beliebiges ganzes Multiplum 
von 2л bestimmt ist, wenn nicht die Variabilität von x, wie es 
pag. 18 geschehen, beschränkt wird. Betrachtet man a nur als 
Function von 2, so wird die Vieldeutigkeit noch vermehrt, indem 
zu jedem ж ein R, und ein R, gehört, so dass u für jedes 2 
einen in den allgemeinen Formen enthaltenen Werth erhält: 
иі но ато", Jo — ut mot mw, 

worin 0, лп“, m, m’ beliebige ganze ` Zahlen sind. In den Ver- 
zweigungspuncten kann demnach a die Werthe, die die Tabelle 
angiebt, annehmen: 


2 == 1 , == 1 H 
u = {wt mo 4 mw, — 10 Ето +muw', 
ү 1 1 
Т k H k 7 
2 g 
m Zë Im el 
и = {u то 4 —— w, — lot mut oi, 


2 

Dies wird бар um die eigenthümlichen Verhältnisse 
klar zu legen, welche hei den Funstionen eintreten, die als In- 
tegrale algebraischer mehrwerthiger Functionen definirt sind. 
Wir wollen nun noch ganz kurz die schöne Metliode erwähnen, 
welche Riemann angewendet hat, indem er die beiden (2, R,) 
und (Ge, R,) darstellenden Ebenen zu einer Fläche vereinigt, um 
eine mehrwerthige Function auf ein räumliches Gebilde zu bhe- 
ziehen, in welchem sie als einändrig und einwerthig anzusehen ist. 
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Man denke sich zwei Ebenen über der 2-Ерепе überein- 
ander ausgebreitet, und lasse dieselben längs zweier Geraden 


du, qa zwischen 1 und d und zwischen —1 und теў 
zusammenhängen, dass diese Geraden gleichsam; die Thore 
bilden, durch welche hindurch man aus der einen Ebene noth- 
wendig in die andere gelangt, so dass man, gleichviel ob man 
in der einen oder der andern Richtung über die Linie o oder 
Ja hinweggeht, aus dem oberen in das untere Blatt, oder aus 
dem unteren in das obere gelangt, ohne das System zu verlassen. 
Die beiden Linien q} und g, bilden also keine Begrenzung, wie 
es früher war, sondern sind nur der Ort, längs welches die 
beiden Ebenen zusammenhängen, oder längs welches sich das 
eine Blatt in das andere lortsetzt. Dabei macht dem Anfänger 
gemeiniglich die Vorstellung Schwierigkeit, dass sich die beiden 
Blätter dort kreuzweise durchdringen, weswegen besonders dar- 
auf aufmerksam gemacht wird. Ein Qnerschnitt senkrecht auf 
die Linie wird die Form haben 


50 


Dieses System zweier zusammenhangenden Ebenen heisst 
eine Riemann’sche Fläche und werde mit 7 bezeichnet. Es 
ist R(&) eine einwerthige (daher auch einändrige) Function der 
Puncte derselben, oder es repräsentirt jeder ihrer Puncte ein 
Werthepaar (2, В). Denn lässt man «die Puncte des oberen 
Blattes (was nach dem pag. 60 Gesagten möglich ist) die Werthe- 
paare (2, R,) repräsentiren, die des untern die Werthepaare 
(ж, Ra), so geht gerade so, wie das obere Blatt in das untere 
übergeht, R, (x) in R (Œ) über, wenn der (x, В) repräsentirende 
Punct über eine der Linien q, oder g, hinweg bewegt wird. 
Demnach repräsentirt die Fläche 7 die Werthepaare (2, А» ein- 
dentig, und jede wie R(x) verzweigle Function ist eine ein- 
werthige Function des Ortes in Т, und jede in 7 einwerthige 
Function ist wie R(x) verzweigt und demnach eine rationale 
Function von ж und R, was aus den рав. 63 gemachten Be- 
merkungen leicht geschlossen wird. 

Damit nun das Integral einer in 7 einwerthigen Fimction 
ebenfalls eindeutig bestimmt sei, muss man «die Fläche 7 so 
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begrenzen, dass sie einfach zusanımenhangend wird. Zu dem 
Zwecke zielen wir eine Linie б, die sowohl im oberen Blatte, 
als auch im unteren verläuft, und die etwa mit den früher gezo- 
genen Linien q, q 


"im Allgemeinen zusanımenfällt, nur nicht in die 


Puncte аз чү einläuft, sondern um dieselben herum aus 

| 
| = 
+ Сутту 
i /Ё ; m m M 
e ve 
Н / 

b fr 


einem Blatte ins andere geht. (In der Figur ist die Linie b. so- 
weit sie dem oberen Blatte angehört, durch einen continuirlichen 
Zug angedeutet, soweit sie dem unteren angehört, durch eine punc- 
urte Linie. „Die lanie a ist durchaus punctirt, weil sie ganz ин 
unteren Blatie liegt. Апі die Ufer, welche als die positiven ange- 
sehen werden sollen, ist ein 4+ Zeichen, auf die anderen ein 
— Zeichen gesetzt.) Die Linien a und b heissen die Querschnitte 


der Fläche 7, und ihre beiden Ufer bilden zusammen eine aus 
einein einzigen Zuge bestehende Begrenzung, weil a und b im 
unendlich fernen Puncte des unteren Blattes zusammentreflen, 
und sie verwandeln die Fläche 7 in ein einfach zusammen- 
hangendes Gebiet 7‘. Riemann beweist nun, dass für dieses 
Gebiet 7’ der Cauchy’sche Satz giltig bleibt, und somit das 
Integral einer in T einwerthigen Function über verschiedene 
Wege zwischen zwei Pıncten |Werthepaaren (x, RU nur einen 
Werth erlangt, wenn die Wege ganz in T’ liegen und keinen 
Punet einschliessen, für welchen die Integrabilität der zu inte- 


grirenden Function aufgehoben wird, Mit der Function 


di 
R(x 
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ist dies für keinen Punct von 7 der Fall, sie hat vielmehr überall 
in T’ den meh und man erkennt die Einwerthigkeit 
(х, №) 
des Integrales d —_ für alle Werthepaare, welche durch 
A RiT) 

Puncte in Т“ repräsentirt werden, leicht aus den pag. 72 ge- 
machten Bemerkungen. Auf dem positiven Ufer des Querschnitis 
a ist aber oflenbar dies Integral, also ulw, В), um w grösser als 
auf dem negativen, und auf dem positiven Ufer von b um oi 
grösser als auf dem negativen. 

Stellt man sich die Werthe von и für die Puncte in Г 
in einer Ebene (der «-Ebene) graphisch dar, so wird, wie wir 
gesehen haben, das obere Blatt durch ein Rechteck abgebildet, 
welches durch die imaginäre Achse halbirt wird, und dessen 
Ecken {w — Aen, 1w 4 10°, —4o tiw, — {о — 30° sind. 
Gehen wir über Ф; in das untere Blatt zu den Puneten, welche 
auf dem positiven Ufer von a liegen, also zu Puncten, die Trä- 
ger von Werthepaaren (ж, Ra) sind, so hat dort м(2, R,) den 
Werth Ae — u(x, Ri) und so entsprechen diese Puncte einem 
Rechteck, welches dem Rechteck $w, Io’ 4 10, Jm — Art, 
— 3’ congruent, aber um die Strecke 4w verschoben ist, also 
die Ecken Io’ 10, Io’ iw, $w — Ära, Än — 4 w‘ hat. 
Ebenso entsprechen die Puncte der unteren Jlalbebene, welche 
auf dem negativen Uler von a liegen, den Puneten eines Recht- 


ecks mit den Ecken — 4w +40‘, — Än tr Änt, — Am — Änn, 

— lu — іо“, "Also entsprechen «den Puncten der Fläche 7 

oi оф" 

die Puncte eines Rechtecks mit den Ecken === z ‚ 
2 = 


w © к 
GE Ван ти 13 und zwar dem positiven Lier von « 


wu + w’ fu (0 — ON 


gegen: 
dem negativen die gegenüberliegende um w entfernte Seite, 


(— iw, ...0,..., + әс) die Seite 


ы d 1 1 
Es entspricht Jo, R,)... тр" (осу Шы). Rd] dem 
N з A .  w— w ө ol —w 
ositiven Uter von b, die Seite ——... о-у... - 
' 2 Bur E 
w w w Ор. 4 
ЕГЕ ес за den innern Puneten von 7° aber 


die Innern Puncte des Rechtecks. 
Bewegt man den Punct (2, R) über einen Querschnitt hin- 
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weg, z.B. vom negativen Ufer von a aul das positive, und setzt 
u stetig fort für alle Puncte von 7’, so erhält man offenbar im 
Puncte (2, R) einen Werth von м, der sich von dem früheren 
um einen Periodieitätsmodul unterscheidet, im Beispiel den Werth 
и(2, К) + о. Führt man die Variabele 2: über den Querschnitt 
a in der einen oder der andern Richtung mmal, über b m.’ mal 
fort, u(x, R) stetig foriseizend, so erhält н offenbar für jeden 
Punct in 7’ den Werth 
u(x, В) + mw + mw’, 

worin unter u(z, R) der Werth verstanden wird, den « im 
Puncte (x, R) annimmt, wenn и = 0 ist für 2 =0, R =1, 


(т, R) 
und der Integrationsweg des Integrales A Bei nur in T 


0 
verläuft, ohne über einen Querschnitt hinweg zu führen. Die 
Werthe, die u annimmt, wenn (2, R) mmal über a, und ша] 
über b und dann in Т“ zu allen Puncten geführt wird, werden 
in der‘u-Ebene durch ein Rechteck repräsentirt, dessen Ecken 
u, wtw ‚‚‚ — wotu 
то i шш ла. пио + mw + —g —; 
СЯ Di 


то + m'w + eu , mw +m + = 
sind, Die Fläche 7, in welcher die Variabilität von (2, R) nicht 
durch Querschnitte beschränkt ist, wird demmach durch die 
ganze u-Ebene repräsentirt, weil ihre sämmitlichen Puncte in 
der Form 

u + то + то“ 
enthalten sind, unter u die T“ entsprechenden Werthe verstan- 
den, da Ian die Werthe, welche durch Puncte eines Recht- 
eckes repräsentirt werden, sämmtlich annimmt. 

Im allgemeinen Falle, in welchem k beliebig ist, sind die 
den Querschnitten von T entsprechenden Linien der u-Ebene 
nicht nothwendig gerade Linien, aber es werden die Werthe von 
u, welche 7‘ entsprechen, noch immer durch eine Figur reprä- 
sentirt, welche durch vier, den positiven und negativen Ufern 
der Querschnitte entsprechende Curven begrenzt ist, von denen 
je zwei parallel sind, weil « längs der ganzen Linie a auf dem 
positiven Ufer um die constante Grüsse w grösser ist, als auf 
dem negativen, längs der ganzen Linie b um ai auf dem posi- 
tiven Ufer grösser als auf dem negativen. Sollen den Quer- 
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schnitten gerade Linien der u-Ehene entsprechen, so dürfen sie 
selbst im Allgemeinen nicht gerade Linien sein. 

So viel von den Riemann’schen Flächen und deren Ab- 
bildung durch ein überall endliches Integral. 

Die Untersuchung der Funetionen, welche rational in Bezug 
auf 2 und eine Quadratwurzel s einer ganzen Function vierten 
Grades von 2: sind, also in der Form 

8 == У/А.(ш—®,)(ж = т„)(ж ER, 
enthalten sind, kann auf die Untersuchung der rationalen Fun- 
ctionen von E und R(Ẹ), also solcher von der eben behandelten 
Form zurückgeführt werden. indem eine eindeutige Beziehung 
zwischen den rationalen Functionen von ж und s, und denen 
von © und R($) hergestellt wird. Dies geschieht mittels der 
Relation 


otëËLamt д2 = 0 
oder 
ac eech а ух 
e y+ 85 ° Şi В + дж ` 
in welcher die Constanten œ, @, y, d so zu bestimmen sind, 
dass den Puncten £i, £a, 23, 2, det x-Ebene die Puncte 
1 


1 & " “ 
1, —1, VE а der -Ebene in beliebiger Ordnung ent- 


sprechen, wobei jedoch k keine vorgegebene Grösse sein kann.) 
sondern aus 2, Za, Lz, 2, bestimmt ist. Durch diese Sub- 


stitution wird 


Const. —— s 
{А (ж—2{)(җ——„)(ж——„,)(ж——,) = GA ed 1—52)(1— 622 


dr (АЙЕ 
— = st. / Э. 
[= Const İRS 


Zur Bestimmung der Verhältnisse &:&:y:6 dienen vier lineare 
homogene Gleichungen, deren Lösung nur dadurch möglich wird, 
dass die in ihnen enthaltene Constante k so bestimmt wird, 
dass ihre Determinante verschwindet. Diese Gleichungen erhält 


man aus der Gleichung @+ßS-Hyz + 025 = 0, wenn man túr 
1 


ж und & die Werthe 2, und 1; &, und — 1; s, und pi 4 


und 


LA e кү" 
und er einsetzt, sie sind: 


а ++ у rim = 0, а —8-+- yt, — ôs, = 0 
оК В указ А дс, = 0, ок 8 + ука, — da, = 0. 


a 
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Verbindet. man die ersten zwei durch Addition und Subtraction, 
und dann die letzten, so fliesst daraus das System: 
2a + (а +2.) + dm —2,) = 
28 + ya —2,) + д(т,+хж,) = 
Rak ++ yk(2,+2,)+ д(ш,——®,) 
28 + ykla, —2,)+0(2,+2,) = 
Aus der ersten und dritten dieser Gleichungen kann man о, 
aus der zweiten und vierten 8 leicht eliminiren, woraus folgt: 
ka +8, — £, Dal +4 pl +2) = О, 
ya — 2, — kr, tkua) + Òl +, nal == 0. 


N 


= 5 > 


7 


Demnach findet man für das Verhältniss 7 
D 


die beiden Werthe: 
) 
(z; —-2,)7- (1—2) (ж, +2.) — (2,+2,) 
(т, H23) — (23 H84) Kay 28) — (m 2,)' 
aus deren Gleichsetzung zur Bestimmung von k die quadratische 
Gleichung entspringt 
Ei, — x2; — £3) 
EF Є +2,) — (23 +2,))? — Lë m — (2; —24)].k 
+ (8, — x£) (61 el = 0, 
deren eine Wurzel der reciproke Werth der andern ist. Ausser- 
dem sind noch für k verschiedene Werthe möglich, welche durch 
Vertauschung der Wurzeln жү, &,,%,,%, erhalten werden. Die 
Beziehungen, welche zwischen diesen bestehen, werden wir spä- 
ter kennen lernen. 

Ist die vorgegebene Quadratwurzel nicht aus einem Aus- 
drucke vierten, sondern nur des dritten Grades zu ziehen, so 
dass einer ihrer Verzweigungspuncte auf den unendlich fernen 
Punct fällt, also ist elwa А7 у 

= у) сас E, 
so kann man durch die Substitution 
ET TE 
1—8 
s transformiren, und die Beziehung 
Const, = 
a R(S) 
(1— k5)? 


\ 


erhalten. 

Bemerkenswerth ist, dass jedesmal der Modul k seinem 
absoluten Betrage nach kleiner als 1 vorausgesetzt werden kann, 
weil die quadratische Gleichung für k reciproke Werthe liefert, 
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Legendre hat zuerst die Untersuchung der Integrale уоп 
Functionen, welche keine andere Irrationalität enthalten als «die 
Quadratwurzel einer ganzen Function dritten oder vierten Grades, 
durch das Mittel der Substitution auf die Untersuchung solcher 
Functionen, in welchen die Quadratwurzel die Form hat 


Rix) = yd — 22)(1 — ks’), 

zurückgeführt. Man kann deshalb alle Integrale rationaler Fun- 
ctionen von x und einer Quadratwurzel s aus einer ganzen Fun- 
ction dritten oder vierten Grades mit dem Namen elliptische 
Integrale belegen, wenn man die Integrale rationaler Functionen, 
von ж und R so nennt. Es bilden dann die Integrale von 2 
und A die canonische Form elliptischer Integrale, und 
Legendre hat gezeigt, dass sie sämmtlich auf drei wesentlich 
verschiedene Gattungen zurückgeführt werden können. 
Die Grösse k heisst der Modul der elliptischen Integrale oder 
auch der elliptischen Functionen. 

Gauss, Abel und Jacobi gewannen dadurch der Theorie 
dieser Funetionen eine neue fruchtbare Seite ab, dass sie die 
Integrale umkehrien, und die doppelte Periodieität dieser um- 
gekehrten Functionen, welche elliptische Functionen 
heissen, entdeckten. Fasst man die obere Grenze des Integrals 


ef 
dr е А d a 
—— = u als Function von u auf, so erhält man die Fun- 


ction, welche Jacobi mit 
sin am u 

bezeichnet. Durch die Arbeiten Jacobs, welcher für die Irra- 
tionalität R(x) die Form \(1-—>)(1 — К?ж?) beibehielt, ist diese 
canonische Form fast in allen Arbeiten über elliptische Fun- 
clionen angenommen worden und wird grösstentheils auch in 
den Vorlesungen über diesen Gegenstand zu Grunde gelegt. 
Dies hat mich bewogen, dieselbe hier ebenfalls festzuhalten. 
Freilich bin ich der Ansicht, dass es besser sei mit Riemann 


\/х.(1— ж)(1—Кїхт) 
als die canonische Form anzusehen, welche mit der Legendre - 


schen in einer einfachen, jedoch zweideutigen Beziehung steht. 
Setzt man nämlich ж? = 5, so hat man 


үй—)(1— к) = ү(1— 8) (1—5) 
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und 


7 == ШР Y 
J Sab Ier SI 


Ш 

Riemann betrachtet nun VE, also eine zweiwerthige Fun- 

ction als Function von м und setzt 
VE = sinam м. 

Diese Form dëi) — &) (1—25) als canonische eingeführt bietet 
in vieler Beziehung Vortheile namentlich dadurch, dass in ilr 
die Verzweigungspuncte nicht von einander abhängig sind. Die 
Darstellung ferner einer zweiwertligen Function wie yè durch 
das überall endliche Integral schliesst sich der Theorie der 
“+-Functionen weit inniger an, als die Jacobi’sche Darstellung 
einer einwerthigen Function, so dass im ersten Falle die Trans- 
formation der #-Functionen und elliptischen Functionen ein- 
ander congruent sind, im zweiten Falle nicht. Dies sind die 
Gründe, weshalb ich Ше Riemann’sche Form vorziehen möchte. 

Die Zurückführung der Integrale wie R(x) verzweigter, 
also rationaler Functionen von R und 2, auf die drei Gattungen 
elliptischer Integrale geschieht nun etwa in folgender Weise. 

Jede rationale Function fix, В) von x und R ist in der 
Form 

M+HNR _ (M+-NRYP— QR) 

PHOR Р? — Q? R? 
enthalten, worin M, N, P, Q ganze und F und @ rationale Fun- 
ctionen von 2 sind. Also ist 


[fa R) = f Edet 7600) E, 


worin nur das zweite Integral der rechten Seite weiter zu be- 
trachten ist, weil das erste mit bekannten Mitteln ausgeführt 
werden kann. Zerlegt man G(x) in Partialbrüche, so wird dies 
letzte Integral in eine Summe von Integralen der Form 
" pd ée dr 
Brei ` J (ау) 
zerfallen. In dem ersten Integral kann die weitere Betrachtung 
auf den Fall gerader m beschränkt werden, weil für ungerade 
m durch die Substitution ж? = E das Integral in ein sogenanntes 
Kreisintegral übergeht. welches durch Logarithmen und cyklo- 
metrische Funetionen integrivt werden kann. Ist m = 0, so ist 
6 


= Қа) + ва) 1. 
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e 
R 


0 
das Integral erster Gattung, welches überall endlich bleibt. 


Ist m = 2, so ist 
г m? 
de 7 


0 
ein Integral zweiter Gattung, welches für 2 = 20 unend- 
lich gross erster Ordnung wird. Für m > 2 bringt man durch 


die Substitution 2 = ` das Integral auf die Form 
2 ПИТ ү 
"d Sdt. 
also auf die ei ellen Falles des Integrals А GT 
also auf die eines speciellen Falles des gra Gab Bei 


zurück. Dieses letzte ist nun der nach a genommene n — lte 
Diflerentialquotient von 


Е da 
/ (ж — а) Ritz)’ 

welches für ж == а wie 16 2 — т unendlich wird, und somit den 
wesentlichen Charakter eines Integrales dritter Gattung 
besitzt. Da durch einmalige Differentiation nach a für 
а = О aus diesem ein Integral zweiter Gattung entsteht, 
so würde es schon hinreichen, wenn das Integral erster und 
dritter Gattung ausgeführt würde, damit die Integration der 
rationalen Functionen von x und R als ausgeführt angesehen 
werden könnte. 
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Art. 1. Die Functionalgleichungen der 9-Functionen, 
Das Verschwinden der 9-Funetionen. S 


Wir betrachten die (elliptischen) $-Functionen als Integral 
der beiden Functionalgleichungen: 


1) Ing (0+ Ал) = (—1)" Axe (0), ) 
(2) дк, (0 ха) = (Ne er "et. Эк, (el, \. 
worin h, g, x, А beliehige ganze positive oder negative Zahlen sind. 

Ausserdem sollen die 2-Functionen für alle endliche 
Werthe von v endliche einwerthige und stetige Funclionen der 
complexen Variabeln v sein. 

Um die Funectionalgleichungen (1) und (2) zu integriren, 
machen wir zuerst die Substitution v = Jet Für jeden Werth 
von £ nimmt v einen endlichen Werth an, wenn / von O und 
оо verschieden ist. Es ist / = e” eine für alle endliche Werthe 
von v stetige und einwerthige Function. Jedem bestimmten 
Werthe von v, oder einem um ein ganzes Multiplum von 274 
davon verschiedenen, entspricht ein einziger Werth von £, weil 
e tammi — er = { ist.*) Demnach ist Yu, (gt) = ФО) eine 
für alle Werthe von 1 stetige und einwerthige complexe Function, 
wenn £ innerhalb eines Ringes zwischen einem im Nullpuncte 
centrischen beliebig kleinen und einem beliebig grossen Kreise 
verläuft. Denn wenn 2 sich um den Punct Nuil einmal herum- 
bewegt, so ändert sich Ig (7) um 277 und ф(() bleibt wegen der 
Gleichung (1) ungeändert. Eine solche Function lässt sich aber 
nach dem Laurent’schen Satze (ХҮП. pag. 26) nach auf- und 
absteigenden Potenzen in eine unendliche Reihe entwickeln. Wir 


*) Unter m und n sollen im Folgenden durchgehend ganze 
positive oder negative Zahlen verstanden werden, 
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wissen jedoch noch nicht, ob eine stetige einwertlige Fundion 
‚von v existirt, welche die Gleichungen (1) und (2) belrieligt. 
Wäre die Existenz nachgewiesen, so stände die Convergenz der 
Reihe (nach XVII.) fest. Da dies aber nicht der Fall ist, so wird 
erst umgekehrt aus der Convergenz der Reihe die Existen: zu 
folgern sein. 

Setzen wir also 


© [е ә] 
Isle) = фи) = Ам" = Уйне". 
[е ә] SE 


so folgt aus der Funectionalgleichung (1) 
[е ә] 


ао) = > 


(my Ame". (— 1)" 
е а] 
== (1) ‚(ю) == (—1)* Ху T 
und hieraus nach Satz XVIL: _ ї 
Al UF = Am; 
oder wenn man 2%--/ und 2a +h+1 für m setzt: 


Азард = Азта, Аза = — Азаа = О. 
Also ist 


а 
һо) = ее. E eg А 
wenn В, für Apn gesetzt wird. 


Nun wenden wir auf dfese Reihe die Functionalgleichung 
(2) an, so ist 


© 
9, (w+ ax) = genvt+-hrt2nar+hax 218 
Ka 


@ 
EE H х? e DE 
Dale). e aa? — 2ar— mir ne e +am—r)e ho— mir 
F 


Setzen wir in dem letzten Ausdrucke n statt m — x, so lühren 


wir dadurch nur eine veränderte Zählung der Glieder ein und 


erhalten 
Ka {eo} 


ee + (2n+h)r— стрес = SE et Zn-tAieckänas Ein. Ba, 
© © 


woraus wiederum nach ХУП. folgt 
В, е2" + Пах Së ` 


at 01 
nper? e 
Hierdurch wird jeder Coefficient mit jedem andern, Bm mit B, 


in Verbindung gesetzt, weil x eine willkürliche ganze positive 
oder negative Zahl ist. Man sieht a posteriore leicht ein. dass 
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diese unendlich vielen Gleichungen nicht im Widerspruche mit 
einander stehen. Es ist aber für n = 0 
e- E ШАРА 


worin x beliebig ist, also durch m ersetzt werden kann. So 


haben wir denn, B statt B, gesetzt: 
оо 


D 1; Ay Р з 
9 А (v) = B. е" (+ A sh H zt am 


und 
Basi — gont (0а + 2u- gir, 


n 


B-a 
B_, 
Beide Quotienten nähern sich mit wachsendem n der Null dann 
und nur dann, wenn a einen negativen reellen Theil besitzt 
und die Reihe convergirt unter dieser Voraussetzung für be- 
liebige endliche Werthe von v. 
Die Constante B beschränken wir durch die partielle 
Differentialgleichung 
(5.) 49 Fn dir) A 02 9, „(v) | 


а ср? 


Lei eena — (һ—1)а— 2u — gir, 


Sie wird erfüllt, wenn 
40B 
да 

und С von a unabhängig genommen wird. Es soll aber C = 

er gesetzt werden, so dass nun die %-Funetion völlig 
bestimmt ist durch die Gleichung 


= МВ, also В = еі. С 


(е) 
(A) зо) = нне, У, 
— o 
Die Functionalgleichungen (1.) und (2.) und die partielle 
Differentialgleichung (3.) bestimmen also eine #-Function bis 
auf einen willkürlichen von v und a unabhängigen Factor. 
lst А = 0, 0 = 0, so lassen wir an der $-Funetion die 
Indices fort und haben 


x 00 
9(0) = Setting = 1% Be (er + em), 
a 1 


e”? + 21(0-- ġab- fpi) 


Diese Function ändert offenbar ihren Werth nicht, wenn man 
v in —v verwandelt, in einer Entwicklung nach Potenzen von 
v können daher nur gerade Potenzen vorkommen. Daraus folgt 
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(5) Ho) ist eine gerade Function von v. 

Die Grösse іл heisst die Periode, a der Modul der 
3-Functionen, welcher zuweilen noch angedeutet werden muss, 
was durch die Schreibweise 2 (0, a) geschieht. Es ist in der- 
selben 
lv, a+2mri) = 9(0, а), 9(0, а-{-тлї) = Ho + плі, a). 

Die $-Function 2ng (0) wird mittels der Gleichung, deren 
Richtigkeit aus der Definition durch die Reihe unmittelbar er- 
sichtlich ist, 

(6.) EICH 2 е 0120—31 A ah + діл) 

auf die ohne Index zurückgeführt. Es reicht hin für A und у 
die beiden Zahlen О und 1 zu setzen, also die vier J-Functionen 
9(0), An (0), Yıo(v), 91100) zu betrachten, weil auf diese 
die übrigen mittels der Gleichungen (1.) und (2.) zurückgeführt 
werden. Es ist nun [nach (5.) und (6.)] 
9, (в) д. BL d - мт Ae l- bah- 4 лд) 

= 619291 i ohit Ain kah— ул) 
= о 12а Anke 9(— + fha- 1діл). е 0920104 far )— ihr 

= IT, 9, d v). 

Daraus folgt: 

(7) Эһ„(ъ) ist eine gerade Function, wenn h.g gerade 
ist, eine ungerade Function, wenn h.g ungerade ist. il") 
wird für v == О und 9(0) für v = a+ їл) Null. wir 

Mit Hilfe des Satzes XI. pagg. 21,22 zeigen’ wir leicht, 
dass für andere Werthe als den in der Form 

v = 42m+l)a+!(2n+1)in 
enthaltenen die Function Ate) nicht verschwindet. 

Wir suchen die Anzahl der Puncte, für welche Ate) 

n verschwindet, innerhalb 

eines Parallelogramns, 

t ` 
| dessen Ecken о, im, 
a+im, a sind. Da 
| (р) in diesem Parallelo- 
gramm nicht Unendlich 
| wird, so wächst nach 
| ХІ. Je Ate? um so viele 
re че ча ganze Multipla von Zort, 
wenn v in positiver 


u 
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Richtung um die Begrenzung s des ein Stück „S“ bildenden 
Parallelogramms herumgeführt wird*), als Puncte im Innern 
desselben vorhanden sind, für welche 9 (v) verschwindet. Dieser 
Zuwachs ist aber 


Sale I) = ООЛ WË чейн +/ав Iw) 
(5) 


1л a-+in 


= Гаво) +f dig Korin)+ / dlg äist а)-- fü 16 Ho) 
2 


= Y ln m EN +/ dig (Ra ЖҮ) = = af de = mi. 


u 0 
Es wird d'An: da nach Satz X. рар 21 eine gebrochene 
Ordnung unmöglich ist, (0) in jenem Parallelogramm nur an 
einer einzigen Stelle Null, und zwar in der ersten Ordnung. 

Eine analoge Behandlung des Integrales Ze Aire) dv liefert 
den Werth von v, für welchen 2(v) verschwindet; allein wir 
haben diesen schon früher in anderer Weise gefunden und da 
die Functivnalgleichungen (1.) und (2.) die in dem Parallelo- 
gramın gegebene Function durch die ganze Ebene fortsetzen, 
so haben wir 


(8.) 
und es verschwindet I») für keinen andern Werth von v. 

Die 9-Functionen, їп denen die Argumentwerthe halbe 
Perioden oder Moduln sind, lassen sich durch solche mit den 
Argumentwerthen О und veränderten Indices ausdrücken. Wir 
lassen die betreffenden Gleichungen hier folgen, und lassen dabei 
das Argument О, wie auch später bei diesen Functionen 


9 E 1 KR Zar 1 im) Ж, 


immer, fort. 


(9.) 
їл а = 4-17 
(3) == 901 o A al = e „дуо, 9 =) = 0, 
Б (7) =J, ‚Jon (z) =O DS) = eTit Ain, 


*) Sollte ein Punct auf die Begrenzung des Parallelogrammes 
fallen, so muss dieselbe durch parallele Ausbiegungen abgeändert 
werden. 
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Art. 2. Beziehungen: zwischen den Quadraten der 9-Funetionen. 
Das Produkt In, (u +v). Ir, plu— vo). 


Die Functionalgleichungen (1.) und (2.) bedürfen nur einer 
geringen Erweiterung, damit sie die wichtigsten Beziehungen 
zwischen den vier 2-Functionen liefern. Ist p eine ganze po- 
sitive Zahl, so beweisen wir leicht den wichtigen Satz: 

(10.) Zwischen p+-1l complexen, für endliche Werthe 
des Argumenies eindeutigen und stetigen, also auch endlichen 
Functionen, welche die Gleichungen 

(11) po-+kn) = (—1)".gv), 

(12) ф(р-Еха) = (— 1)". EE gv) 
befriedigen, besteht stets eine lineare homogene Relation mit 
constanten Coefficienten, von denen einige auch Null sein können. 


Offenbar genügt die Function Фу (0). 9—1 (0) den An- 
forderungen (10.), (11.), (12.), und es steht” daher (nach 
Satz ХҮП. рар. 26) a priori fest, dass (0) nach auf- und ab- 
steigenden Potenzen von e” in eine für alle endliche v con- 
vergente Reihe sich entwickeln lässt. Da die Gleichung (11.) 
von der Gleichung (1.) nicht verschieden ist, so hat Ше Reihe 
die Form 


(0) = SCH EE, 
Die ai (12.) auf diese Reile шашы, liefert 


gotia < nut 2nza _ „— apr2— 2pze, 2nv+hv 4 хіт 
2, е = е ET 


eng, 


£ 
арх? + hotp ynia, ER Eë чя 
=) 


in welcher letzten Gleichung die Zählung der Glieder um px 


verschoben ist. Hieraus folgt: 


Znxa-tlına ,—ари? + дхіл p 
Bre = ge -Pnp ap’ 


apx? +2nza+hzat хіт 
WT T Be ege, ege * 


Somit werden alle Coefficienten, die um p Glieder von einander 
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eulfernt stehen, mit einander verknüpft. Ist r eine der Zahlen 


0,1, #,...р— 1, und setzt man п = хр-Ет, so erhält man 
р—1 © 
22 риа рит ärt) Я 
giel У nv 
0 o 
р—1 


Dr tb ] 
= 2 py Вне", (ро De + E pa). 
0 


2 

Die hierin vorkommenden J-Functionen sind Potenzreihen, 
die alle verschiedene Potenzen von е enthalten, so dass keine 
lineare Relation mit constanten Coeflicienten zwischen ihnen Statt 
hat. Demnach lässt sich jede Function @(v), welche den Glei- 
chungen (11.) und (12.) Genüge leistet, durch p von einander 
unabhängige 9-Funetionen linear und homogen ausdrücken, 
womit der Satz (10.) bewiesen ist. 

Hiervon machen wir Anwendung für der Fall р == 2, wel- 
cher der einfachste ist. Zuerst ist 

9,0) == а y OF @ 9, 00), 

weil zwischen den drei Quadraten nach 110.) eine lineare Be- 
ziehung Statt haben muss. Wir müssen natürlich voraussetzen, 
dass hg; hg’; io" von einander verschiedene Systeme der 
indices sind, weil im andern Falle die Coeflieienten aller drei 
Quadrate Null sein müssten. Da wir vier $-Functionen haben, 
so können wir eine, etwa nat) mil je zwei der drei anderen 
verbinden. Eine der drei. so erhaltenen Gleichungen muss 
jedoch eine Folge der andern sein, weil sich aus je zweien eine 
der $-Functionen eliminiren lässt. Wir betrachten daher nur 
die beiden Gleichungen: 
F (0) = GE (0) 4 893 (0), A, ll = а (0) H ID). 
Für о = 0 haben wir 


mi (e 
В' = EL, 8” = GC 
9, H d 
2 it 
FR >. л E R 9, || УЛ | 9° 
Für о = z, аге = 
GAS) Po 
з Ja+tia\ 
für v = ar a” = SONES A L 2; 
ER reen A, ТҮ 
“11173 


Setzen wir nun zur Abkürzung 
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2 2 
(13.) Zog =k, Sa sek, 
so haben wir hieraus 
(14) %.3,0) = H Hk. 9, ri, 
(15.) F (0) = Fäi (о) +K'9%o), 
und setzen wir in der letzten Gleichung о, == Ant, so liefert sie 
die wichtige Relation: 
` 4 9, 1 2 12 
e en у: cc 
ША к= ж : 
Die Function 9, utv) Әһ (и — 0) genügt sowohl als 
Function von w als auch von v den Functivnalgleichungen (11.) 
und (12.), wenn dort p = 2 gesetzt wird. 
Man hat deshalb x 
J luto) I, (a —v) = 
lex äu (0) 9100) + «ү „9 afp) Miel EMORI, 
+ ES 4 Halo) ® (0) +a, 97 ICH 9(0)] Ji p) (и). 
Für v = 0 haben wir 


Dua == 


Für v = філ 


und folglich 
(17.) F. Pio Hlut) 0 (ив) = 
9\@) Э(ь) 9+ (и) 9, (и) 4-9 (и) 9(и) 9,100) 9400). 
und wenn тап v in —% verwandelt 
15) Fio 9 1(и—0) 9.0940) = 
el ie) a(n), (и) — 9, (и) Ha) ën lei, (0). 
рир Methode liefert 
(19. ук Pan le UK sa о (0—0) Fi ER) 1 (0)— ORONA :(0). 
Setzt man hierin u + 177 für u, so folgt 
(20.) 9%, Hudo) шв) = 9%(и) #1 w) — A „(и) H O). 
Weiter- ist 
(21.) I 0901-9, utrv).I, (ur) = 
Pao) P01 0) Pi o0) o 0) — Au) Py a) HD) o 
und wenn man —v für » setzt 
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> ned: Ун v). Fo luto) = 
F, ell asi) Da „(®) Foa) A Au) A (и) 900) 9, (0). 
Endlich ist 


(23.) A. Bun, Auto). (н) = 
KORMO OLA OREORE OLOF 
(24.) Zb. Aan, Hau —9).9,,(utrv) = 


II U) 900) I, (э) — 9000) ®, (и) 90, (0) 91. (0). 
Diese einfachen Formeln reichen hin, um die wichtigsten 
Sätze der Theorie der elliptischen Functionen herzuleiten, welche 
Funetionen Quotienten zweier $-Functionen sind. 


Art. 3. Die elliptischen Funetionen und ihr Additionstheorem. 


Um unsere Formeln mit den in der Theorie der ellipti- 
schen Functionen gebräuchlichen in Einklang zu bringen, führen 
wir die folgende neue Bezeichnung ein. Wir setzen 


4 i > ri 
g == = а = 2ni a 90%) = (2а, EZ a, 
w w | w wj 
SE 
e oi = 9, 
(25.) sinam(z) = Ax)* = БЫ. 
dk Ont 
yk’ 9,0%) 


(26.) соѕат (2) = ua) = Krach 
01 


— OS) 

Ои а = om) = М ау. 

Für positiv reelle Werthe von æ, œw und q (es muss 

norm (4) immer < 1 sein), haben die vier O-Functlionen positiv 

reelle Werthe, wenn 2 klein genug genommen wird, wie man 
aus den Reihen erkennt: 

Ф И... Ж am Г 


ә 
Im — | 2m p —2m EN 
7 


Оу еее = (EK ei » 6 S 


*) Diese Bezeichnung, — wenn sie mit der für die ellipu- 
schen Funetionen ‚gebräuchlichen übereinstimmen soll, — ist nur 
dann anwendbar, wenn 40) = 1 ist. Ist А00) = 0, so muss 


Ө, (2) 


Ta EL = A(ox) gesetzt werden, 
01 
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ч 2 Amt \ 
Oz) = 1+2 Gah ` cos ( =) í 
1 4, 


(2 


æ 
че 


> D 
Ө, „(а) = 24 й; dek A соз{2 == s 
/ De w 
2 {(@) = EE (oz) [ 
Е 


4,5 (0241 
Ө, (а) = 2V4 > 3—1)? зіп (2 а ла). 
Ui 


Aus den Gleichungen (14.) und (15.) folgt in unserer neuen 
Bezeichnung 
(29.) 1 = sin am!(&) + cos аш?(ж), oder Aa) + (ж) = 1, 
(30.) 1 = 4 am!(a) + К ѕіп am? (x), oder »?(s) + К2А3(2) = 1. 
Es sind aber Aw), p(x), r(x) doppelt periodische Fun- 
ctionen, indem 
(31.) Jet) = Aa), atw) = Аа), Ао) = — Аба), 
и(ж-Еш) = (ж), usku’) = — uw), uwt 50) = — ula), 
art) = Mal, atw) = — via), stin = min) 
ist. w und w‘ heissen die Perioden der Function Дх) oder 
sin аш (ж), u(x) hat die Perioden w und ou" +4, v(x) hat die 
Perioden $w und 2w‘. In diesen doppelt periodischen Fun- 


5 SLAM: 5 GM 3 
clionen muss 2л? — einen negaliven reellen Theil besitzen, 
(9 


4 


tie К ‚ Й À А 4 
also — einen positiven imaginären, weil sonst die ©-Reihen 
w 
nicht convergiren. Da eine Periode w auch eine Periode — w 
om ` - e 
ist, so kommt es nur darauf an, dass nicht eine reelle Zahl 


ist. In der That aber 

(32.) „Eine einwerthige doppelt periodische complexe 
Function, deren Perioden in einem reellen Verhältnisse zu ein- 
ander stehen, existirt nicht.‘ 

Denn da auch O = то 4 по’ als Periode angesehen 
werden kann, wenn œ und oul die gegebenen sind, so kann 
man, wenn w und oi commensurabel sind, also etwa о = т“, 
oi = п ist, m und n so wählen, das om Lan = 1 ist, 
und es ist dann то +nw' = (mm +nr') Q = Q die einzige 
Periode der Function. Wenn aber w und w‘ incommensurabel 
sind, so kann man eine Periode Q = mw+nw‘ von beliebiger 
Kleinheit herstellen. Also müssten die Werthe der Function in 
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beliebig kleinen Intervallen wiederkehren. Eine solche Function, 
wenn sie nicht constant ist, würde in jedem noch so kleinen 
Ebenenstück um ein Endliches von einander verschiedene Werthe 
besitzen, und mithin überall unstelig sein, also den Charakter 
einer Function der complexen Variabeln œ nicht besitzen. 

Alle drei Functionen А (а), u(x), v(x) werden unendlich 
gross für x = 100 +Imw+nw‘, Aw) ist eine ungerade Fun- 
ction und verschwindet für v= Imw--nw‘, ш(ж) ist eine 
gerade Function шкі verschwindet Tür w = {w -+ Imw + по“, 
y(x) ist eine gerade Function und verschwindet für x = 
Io 10 + по + но“, und es ist 
(33) (0) = 1, (0) = 0, w0) 

dea =. “(7)= 9 d) 
П) MÉI HI 
del, Lal D El 

Das Additionstheorem der doppelt periodischen Functionen 
A(x) erhält man durch Division der Gleichung (19.) in die (17.). 


Es folgt durch Einführung der neuen Bezeichnung in diese 
Gleichungen: 


ОВ = 0), 
к“; 


N 


+ Fo „A(x +ï) = 


Zu on 
Du) Ө, ү(ж) Ө, 1 GË gE E e Olx) ©, (8) 9,15) 
Ө? 00 Ө 01 (x) 
E oa "TE СА (2) ©, (©) 
Өл (2).Ө? (8) 


und mit (13.) 
Ma) и($&) S) + Ж($) gin, ж) 
(34) А+) = 1A) AAO 
Dividirt man die Gleichung (21.) durch die (19.), so erhält man 
in ähnlicher Weise 
e с eola (E) — (æ) (E) #(ж) At EI 
(35.) и(ж®--©) тры — К2Д2(2)А(&) , 
und wenn man mit (19.) in (23.) Kr 
й in _ 0020) 008) — kula) и(&) (ж) А8) 
KÉ ee 1— Fäatet, ARE) 


woraus für & = ж die Gleichungen fliessen; 
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21а) (а) (а) au _ Me) — Ai via 


a = Te: = шо 
(94. ) vir) = эж) — Kiuite) A) 
| =, 


Mit Hilfe dieser Gleichungen stellt man leicht Ше folgende 
Tabelle her. in welcher nur die Bestimmung der Vorzeichen 
einige Schwierigkeiten macht. Nimmt man k als positiv reell 
und kleiner als 1, und ebenso E positiv au, so sind die sämmt- 
lichen darin vorkommenden Wurzeln so zu nehmen, dass der 
reelle Theil ihres Werthes positiv ist, wodurch sie völlig be- 
stimmt sind. 

Es sind in dieser Tabelle die Werthe ДЕ x j-n A 
enthalten und zwar entmimmt man diesen Werth aus der miten 
lHorizontalreihe und der nten Vertikalreihe der durch die beiden 


Striche begrenzten Reihen z.B. А0) = 0, А ч +5 ) == 
ui 1 
A = +27 are Die Werthe für m>4 oder n>4 


findet man aus der Periodieität der Function Ate) 


w' w’ Jw’ 
(38.) T | OR 4°? SR A 
i і —i 
uge, rar л 
w 1 Ei ЖЫ I k—ik' 
8 Vor ү бы a = „ш 
w | (Se 1 1 
4 | dëi SN yk 
AE np. ES? 1 HS 
a een EK У ЕТ u; 
4 0 наг Gs 
2 үк? j yk 


Art. 4. Die Differentialgleichungen der elliptischen Funetionen 
und der Thetafunctionen. Die elliptischen Integrale 
erster (Gattung. 

Setzen wir in dem Additionstheorem (34.) dæ für E und 
bezeichnen mit A’), ur), va), Gnad) die ersten Dif- 
ferentialquotienten von A, ш, >, Ony nach ж, und mit 9°, tz) 
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den ersten Diflerentialquotienten von “n dr) nach v, so 
haben wir 
Amtzid = Ках). Al), v(x) = 40). uls). via) de 
oder 
1а 


zu D 


woraus mit Fortlassung des Argumentes ж hinter dem Zeichen 
А sich die Gleichung ergiebt: 
4}, ci di 


z KON) I=) = Lë Оа Dar GER 


= Ad Diet Ra], 


2 


worin die zweiwerthige Function e 1 Fin г А = 0 
den Zweigwerth +1 hat, weil für æ = 0, u = 1, у = 1 ist. 
Die Differentialgleichung (39.) oder das Integral derselben 
wird noch Rot wenn man 4/0) == 1 setzt. Da 
Us Ай D `ä 
Hie Geh Se Ee EE 
ist, so geschieht dies dadurch, dass man 


ә í 
(40) w = ——"! 


en O А A 
setzt, wodurch die Variabilität von og = 2mi-— nicht inı mindesten 
w 


beschränkt wird, also auch k noch völlig willkürlich bleibt. 
Unter dieser Voraussetzung E nun 


А 
(41) = ы SCH Ss, 
A1 u.v 


0 
welches die Кайыш бб Form des sogenannten ellipti- 


schen Integrales erster Gattung ist. Die Umkehrung 
dieses elliptischen Integrals, d. h. die obere Grenze 2, als Fun- 
ction des Werthes 2 des Integrales, heisst eine elliptische Fun- 
ction und wird von Jacobi mit Sinus Amplitudo æ (sin am z) 
bezeichnet. Charakteristisch ist für das Integral (41.) 

dass es für keinen Werth von A unendlich wird, 
wenn nicht diese Variabele (oder der Integrationsweg) unendlich 


oft um die Puncte +1, Zeg herumgeführt wird, was wir 
Di 
pag. 65 et seqq. erörtert haben. 
Will man nun ein Integral, welches mit einem willkür- 
lichen Modul E vorgegeben ist, mittels der J-Functionen um- 
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kehren, so wird es darauf ankommen, с und oui als Functionen 
von k auszudrücken. Nun nimmt aber A für s = 4w den 
Werth 1 an. Demnach ist 4w der Zuwachs, welchen 2 erfährt, 
wenn A von О bis 1 geführt wird, oder 


ГИ I di. 
(42, = Te ҮЧ чай 
d S Ya—ı2) (1—42) 
u 
dabei bleibt es aber noch unbestimmt, auf welchem Wege A von 
O nach 1 geführt wird. Ist nämlich der Werth des Integrals 


1 dé 
КА 2 über die positive reelle Achse der die Werthe A dar- 


1 


3 , "hd 
stellenden Ebene erstreckt 42, und der Werth — auf 


1.2 
l 
geradem Wege von 1 bis L erstreckt AO, so kann 


b 
һ 


io = 10 то tr mt 
sein, weil für alle in dieser Form enthaltenen Werthe von x 
A den Werth 1 besitzt. 


N e e 1 
Für 2 = {чо + 10° nimm А den Werth 


k 
nach ist Art" der Zuwachs, den x erfährt, wenn А von 1 nach 


an, dem- 


= geführt wird, oder 


TA 4 då 

2 d ya AU 
Dabei bleibt wiederum der Weg unbestimmt, über welchen A 
geführt, oder das Integral erstreckt wird. Es kann daher 

iv’ = LED Lait wii 

sein. Die ganzen Zahlen m, o, n, a sind nicht ganz willkür- 
lich, А(2) muss jedenlalls die Perioden 2 und 2° haben, 
und w offenbar in der Form mQ Hm’, win der Form 
п D Lait enthalten sein.  Vorläufig begnügen wir uns, 
w mit 2, w mit 2’ zusammenfallen zu lassen, so dass w für 
reelle k, welche kleiner als 1 sind, positiv reell, und oe! positiv 
imaginär ізі. Es wird sich später hei der Transformation er- 
geben, dass für w, oi sich in der That unendlich viel ver- 
schiedene Perioden in der Form MQ to, nQ pn 
wählen lassen, wenn man die Function 4 als Function von 2 
durch einen Quolienten zweier *-Funetionen darstellen will. 


(43.). 
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Entwickelt man, unter der Voraussetzung, dass w, vi" mit 
Q, A: zusammenfallen, со nach Potenzen von К°, und oi nach 
Potenzen von 1—4?, so sind die Entwickelungen hypergeome- 
trische Reihen, und zwar ist (unter Anwendung der Gauss’- 
schen Bezeichnung) 

ш = ЭЁ, {, 1), o =н 

woraus der Theorie jener Reihen gemäss folgt, dass о, w‘ par- 
tikuläre Integrale der Differentialgleichung 


а 0) SE + = =, 


sind. 

Aus den Additionstheoremen (35.) und (36.) findet man 

für u und » die Differentialgleichungen 
СЭ v = —К?.А.и. 

Die Eigenschaft der #-Functionen, die elliptischen In- 
tegrale umzukehren, ist es vornehmlich, welche ihnen so grosse 
Bedeutung їп der Analysis verschafft. Man kann durch sie auch 
die elliptischen Integrale zweiter und dritter Gattung 
ausdrücken. Bei Entwicklung dieser Darstellungen treten noch 
viele bemerkenswerthe Eigenschaften der -Functionen hervor, 


weshalb sie ш nicht fehlen darf. Als Vorbereitung stellen wir 
"le: Ph h gle) 
Čr p? 


die Function — durch +-Quotienten dar. Diese Fun- 


ction hat sowohl die Periode їл, als auch die Periode a, und 
ist demnach doppelperiodisch d.h. es ist 
9° lg ngo- тіл + na) 9216, dei 
др? EK дь? 


Diferenziren wir den Logarithmusweg, so haben wir 
C? lg (0) Ре: . һо) dp) — (о). Ab (о) 


съ? Phyl t) 

Da nun dieser Quotient doppelperiodisch ist, der. Nenner aber 
den Functionalgleichungen (11.) und (12.) Genüge leistet, wenn 
dort p = 2, h= g == 0 genommen wird, so muss der Nenner 
ebenfalls dieser Functionalgleichung genügen, und wir können 
daher setzen 

He — nell. Ale) = edel +), 
wenn wir nur voraussetzen, dass (А ф) < (1 1), also (ar) eine 
der drei geraden 9-Functionen sei, deren erster Differential- 
quotient mit dem Argument verschwindet. Dann haben wir 


Ge 
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100 . 


. э, 
tür v = 0, а= е5, 
H/E 
; ; Lied kä. A 
йө АШ д^ zn +7, p= ral Eë 2:2) 
E Жз - T— + ir) 
Demnach ist für А = 0, д = 1 
ee е (2:09 KEON a Ы 
дь? А "SE +, (3a) 
[ „tu: | 
und da 9, ,(4a) = "e 2%: А RN EW EE 
A w. yk А 
N, = di „9: (Mach pag. 97) ist, so kann man schreiben 


Zort 


@ 16 2, Jl ` А ok й 1 (0) 


F = 1 
(45.) dv? a," Ae I Ant 


und wenn wir darin о +}a statt v setzen. 
бз 16, 100 э % 5 

(46.) > u. dr e 0470 ei 72 = Ӯ, (0) 

e Seat) 

oder wenn wir іп (45.) v + а statt v setzen 


CH d ga” 2 
Е ОЕ 9 ,r ee gel 


Ор? Уо а 4л? 00200 ) 
Führen wir hier die O(x) ein, so erhalten wir mit Rücksicht 
, о, 
darauf, dass Ф, = o 180, 


2160, JI Ө,, 


(48. - Kin), 
) дт? Ө, , 
уеге оре in 
Ў от? = O, 4m) 
О? le Olx) EH Fän zo о" к? 
Kox "E у; e e ELSE 
0.) Ой? О, + GEI Ө, +1 v(x) ` 


Art. 5. Darstellung der elliptischen Integrale zweiter und 
dritter Gattung durch 9-Funetionen. 


Р ‘PR О Р | 
Setzen wir nun die Constante 2° + 1 gleich с, e— k” 
91 
= ec’ umil inlegriren die Gleichung (50.), so folgt aus ihr: 
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de Gei d (AE A а fi di 
(51а.) CS = (u — E KÉ en — К туг. 
HI u 


, Bek р^ d de 
eu] u = еп 2k? k ДОР) ' 
UI 
woraus für а: = 4w (iesst: - 
со иур ыш ous kt Ei бо 
= — Т9. ouer с = б Alk?) 0 


so dass wir endlich die Gleichung erhalten 


EK H oa) „{ „0н=__ бх оК" 
(51) Ви E) E olk?) 305) лі Ak) 
> n Mart) 
d für = 6° folgi: Ani _ _ айк Te оде! 
woraus für 2 = w’ (0180: — — = er СҮ) 
(52) da — 4л? 


008) = éch 
Durch Differenziren leitet man aus (51.) a 


atig Mo) (feig. ок, Н Д 
д” Хо ) лі KL Л E). OU de 
2m: к m 
ТИ nur dl _ wirkt SE 2лі Olu. Ош -э)) 
Е Т Okt) дг ОЯТА! olk?) шю Ak] 


= окар? 3 EB) 
HI o (k?) и 
14 40 15 A 
~ 
Оа 


Nun ist nach (3.) pag. 87 für 2 = 0: = 
u; 


u.v = 1, und daher Iesst aus den letzten Gleichungen 


2909 да _ д” _ 2989 ш 
да Ab" 08) д) O 


ma = 
> = Const. LV zs S 


Frk=0 ist o = Ve = 
122 


w = N = { "d = 100 
cb, RT | 


1 1 
also a = —oc, dE = 1 und daher Const. = 1 und 
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ee 5 о } ok. wk 
Kl Vë a ү дл” к= ү In’ 
GE) #7 ү =э Б 

welche drei letzten Gleichungen aus (13.) pag. 92 und aus der 
an "o (pag. 97) folgen. 
yk. Paa 

Durch die Gleichung (51.) ist ein Integral zweiter Gattung, 
d.h. ein Integral, welches für bestimmte Werthe der obern 


Gleichung w = 


А 1 
Grenze (hier KH =) wie eine alyebraische Function 


- з е 1 4 
unendlich gross wird (hier wie 7) durch 3-Functionen 


y1 
ausgedrückt. 
Dasjenige Integral zweiter Gattung jedoch, auf welches 
nach Jacobi solche Integrale zurückgeführt zu werden pflegen, 
2л 
SES 
ist nicht `. , sondern 
ок? 


j A ”/ 5%( ж). da. 
Wir erhalten hierfür einen Ausdruck durch @-Functionen, wenn 
wir die Gleichung (48.) integriren, nämlich 

Е Р ТАИ 

(55.) Lë Leide = 75 Eege 

Zu Ausdrücken der Integrale dritter Gattung durch 
»-Functionen, d.h. der Integrale, welche wie ein Logarithmus 
Unendlich werden, gelangt ınan folgendermaassen. 

Man dividirt die Gleichung (19.) durch A7 (u). in), 
so Isl 
Be dite) 100—0) = к крз 160) 
or Fa (м) EECH 92 (ш) Ai (mi ` 


wb ©, +§) 0, (0—8) 
Ir x ca М 
2л ©, Lei 6, UI 


woraus wir durch logarithmisches Differenziren nach E erhalten 


1—02) 24E), 


©, (a+) Ss 20,8) _ Аа) А (8) 
A, +E) Gef BJ ` 1-00) (0) 


_ äu 1—[1—Е AGLO) 
М) LK Аа). 438) ; 
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Integriren wir nun über x, so кг wir weiter 


=) 
Së ПЕ 7 (ett = 


3129.9 ө, D) pn SE En 
А5) 9) Ө, (©) Б ° 9, Jet? eg (ars) 
oder in der Jacobı'schen eg E 


үй | ‚АЕ LE) vH) Aw) d 
(56.) T(m, 8) = d на Е 


„dig O, ,(8) Beta) 
2-4 E үл стирт 
Hierzu fügen wir noch die Legendr esche Bezeichnung 
der drei elliptischen Integrale, welcher sie dadurch transformirte, 
dass er in ihnen A(s) a sin ф ersetzte, und nun 


А 1 
T) i s E 000 


ТИ yI—k2sinto Ф 


schrieh. als die 6 Form des elliptischen Integrales 
zweiter Gattung wählte er die 


m =з = же 
(55) Аф, К) = / yi- ksin? o de, 
0 


welches Integral eine einfache geometrische Bedeutung hat. 
Zieht man über der grossen Achse einer Ellipse, welche die 
Excentricität k hat, als Durchmesser einen Kreis, und zieht man 
einen Radius in diesem Kreise, der mit der kleinen Achse den 
Winkel Фф macht, und fällt vom Endpuncte desselben ein Loth 
aul die grosse Achse, so schneidet dieses Loth von der Ellipse 
einen Bogen ab, der von dem Endpuncte der kleinen Achse 
an gerechnet, die Grösse А. Ee, k) hat. Hiervon rührt der 
Name „elliptische Integrale“ her. 

In der Legendre’schen Bezeichnung ist das Jacobi’sche 
Integral zweiter Gattung 


р ft зіп? ф.аф 


Ш. > Yi—R? sin? o 


Sen.. ЛИ L Se 
d ЭУ NR sing E ui e p SP el 2202 de 
і 


1 
= а Pie, k) — gz ВО, К). 
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Im Integral dritter Gattung setzt Legendre ALE) = а 
und schreibt 


ER A KE z / ge 
| j uv. [1— 622200) AE (I-ak sin? PI sii р 


0 
= Il(g, k, a). 

Mit Z(x) bezeichnet Jacobi die Function ës, 
welche sich von dem Integral zweiter Gattung unter (55.) nur 
durch ein mit einer Constanten multiplicirtes Integral erster 
Gattung unterscheidet. Aus der Gleichung (56.) ergiebt sich 
sofort die Gleichung 

(60) I(x, &)— П(& з) = Sa) — Д($), 
durch welche die Vertauschung von Parameter (&) und Argu- 
ment (x) bewirkt wird. 

Die Perioden bezeichnet Jacobi so, dass er 

АА an 
setzt. 


Art. 6. Darstellung der V-Functionen durch unendliche Produkte. 


Ehe noch die Darstellung der 9-Functionen durch un- 
endliche Reihen bekannt war, hatten Abel und Jacobi schen 
die elliptischen Funclionen durch unendliche Producte dargestellt, 
und dadurch, dass Jacobi Zähler und Nenner dieser Functionen 
für sich betrachtete, sind die 9-Funclionen entstanden. Wir 
haben hier die Reihenform als die erste hingestellt, einmal weil 
diese einer Verallgemeinerung, wie sie für die Behandlung der 
Abel’schen Functionen nöthig wird, leicht fähig ist, während 
etwas Aehnliches für die Productform bis jetzt noch nicht mög- 
lich gewesen ist. Sodann sind ja aber für alle Functionen die 
Darstellungen durch Reihen, wenn sie möglich sind, stets als 
die fundamentalen betrachtet worden. Es sollen nun aber die 
Productformen aus den Reihen abgeleitet werden, wozu wir uns 
des Satzes XXIV. pag. 54 bedienen. 

Um diesen auf die Function (0) anzuwenden, setzen wir 

v = іагс sin 2. 
Es wird аге ѕіп 2 unendlich gross nur für 2 == 22, und es 
gehören zu jedem Меге von æ zwei Werthreihen von v, 
weil arcsinx eine unendlich vieldeutige Function [wie 16 (2)] 
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ist. Ist nämlich für w = x, ein Werth von v = px, so kann 
шап, wenn man die Variabele ж um die Puncte + 1 mehrere 
Male herum nach ж, zurückführt *), dort zu den Werthen 
о +2nim, (Zn+1l)in—v 
gelangen. Für alle die Werthe nimmt aber Zei wegen (1.) 
einen und denselben Werth an, sie ist demnach eine einwerthige 
Function von ж = зіп (— 01). 
Allen Werthen von v, welche die Form 
v+2imn, — 0 + (224 Din 
haben, entspricht umgekehrt ein einziger Werth von ж. 
Die Function #v) verschwindet nun nach pag. 89, (3.) für 


2m+1 іл ` 2m+ 12 in, 5 
es a+ 5+ 9злї, und о = 547-5 + 2тїт, 


und nur für diese Werthe, wenn m, n alle ganzen positiven 
und negativen Zahlen durchlaufen. Diese beiden Grössenreihen 
ordnen wir nun so an, 


2т-+-1 2m+1 


5 +5 + 2nim, = а— 5 + піт, 
с D ә ` 
an 5s 2 +(2n-Hl)ın, — АЕ Я + (в), 
für m =0, 1...5. So gehören zur ersten Vertikalreihe die 
Wertlie 2 = sinf gen +- al zur zweiten 2 = 


А mt С, А $ Я 
sinf g = Sch für welche ZA? arc sin ж) verschwindet, und 
\ 2 2 


- . OHrarcsinz) — х 
zwar in der ersten Ordnung, weil баас für alle diese 
4 ог 
Werthe уоп О und œ verschieden bleibt. 


Da nun #(тагсвйп æ) für keinen endlichen Werth von 2; 


ER 
Р „Л. А 
*) Da arcsing = / - — ist, dies Integral aber aus 


Sul 
P dr " 
dem —— > ————= dadurch hervorgeht, dass man k = 0 
ХШ к=; 
setzt, so folgt dies unmittelbar aus dem pag. 73 Gesagten, wenn 
ol 
ч 2 ds В 
шап beachtet, dass für do = - die Zahl іл zu 
J үї—:? 


setzen ist. 0 
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unendlich gross wird, so ist nach XXIV. im Innern eines 
Stückes „S“ 
Zi аге sing) ` 
0) 


21 
> sin DE Lat. їл) ` sin (29+ SCH a— ir) 


н ; 
Il. SEL SS EH d wl a— 4r) 


= Hr: sin( a Sat Hin: gl ш off, ell 
>. Түн а | 


Ge 
А so) _ sin? 07 
в an: ЫБ т 
@ 


ER 


x sin? Зла 
(61а) Өш) _ П (: Le a. ) 
i Ө(0) i (т) cos? 2m+1 é | 


wenn noch bewiesen wird, dass das Integral 


et sin EI dë 
(6—2) AE 


über die ganze Begrenzung s von S erstreckt, Null ist. 
Setzen wir in (б1.) а + ri für a, зо ist nach dem pag. 88 
Bemerkten 
Ate, a+ in) = Iwt jin, а) = 9, (0), 
und tolglich 


бү. d (0) sin? vi 
62. DBE ш | [ Ee 
( ) р йс sl SA a 2m +1 a 


0 2i 


oder 


Е ай 275 
WE Ө, (а) = I | H ена). 
; О, 1 i (m) sin? ee 


Das Stück 5 wählen wir nun so, dass seine Begrenzung s 
vom Puncte 2: = О überall sehr weit entfernt ist, und niemals 
durch einen Punct geht, in welchem die 4-Function Null wird. 
Jeden (noch so grossen) Werth von v kann man in die Form 
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setzen » = u -H ha + gir, worin А, g ganze Zahlen und м eine 
Zahl ist, die einem Puncte eines Parallelogramımes mit den 
Ecken 0, im, a+ im, a entspricht. Setzt man die Zahlen, 
welche dem Bilde der Curve s in der v-Ebene entsprechen, in 
diese Form, so kann 
A lg Ko) ea 
en ди 
nur unendlich gross werden, wenn Б unendlich gross wird, und 
bleibt daher, mit о = ¿arcsin ж dividirt, immer endlich, d.h. 
seinem absoluten Betrage nach unter einer festen Zahl, etwa M. 
Schreiben wir nun 
OlgYliaresind) _ Cdle Ate dv dë 
ED Шш д dge 


& Б 


ГЕ lg Ate) arcsin dë 


pd ` EC Em 


916 Hu) 


, 
und beachten, dass аге sin E für’ zunehmende & langsamer un- 
endlich wird, als jede Potenz von Ẹ mit noch so kleinen posi- 
tiven Exponenten, so finden wir, dass der unter dem Integral- 
zeichen stehende Ausdruck für zunehmende E unendlich klein 
in einer um ein Angebbares höheren als der ersten Ordnung 


wird, nämlich immer noch in einer höheren als ei und folg- 
lich (Ib, рав. 10) convergirt das Integral er RT: 


gegen Null, wenn wir s überall weiter und weiter vom Puncte 
5 = 0 entfernt annehmen; was gefordert wurde. 

Um ov) in ein unendliches Product zu verwandeln, 
Pi vin) 
cos (vi)? 
liche v nicht unendlich wird, für v = ma + $ im + änt ver- 
schwindet, wenn m nicht Null ist, und die Periode Gr besitzt. 
Ferner ist Pflaresinz) eine” einwerthige Function von 2, 
welche für endliche ж endlich bleibt, und welche die Anwendung 
des Satzes XXIV. geslattet, wenn das Stück § wie vorhin ge- 
wählt wird. Daraus folgt Ple) 


TOR 

D ale) _ F7 [1 _ зі) 

DE E IIE SN 
1 


welche für end- 


untersuchen wir die Function (v) = 
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oder 
© ( ) 9 2 віп2 22 
Be a Е" ). 
О,» © Mm сот" 
1 w 
VAC) e e 
Endlich ist ф(0) = Sue! eine Function, die für v= 
; sin iv 
та + піл verschwindet, wenn m nicht O ist, und auf welche, 
wenn v = ѓаге ѕіп 2: gesetzt wird, der Satz XXIV. angewendet 
werden kann. Daraus folgt 
mu gid Sg а 1 Әб); Ze 
4 AL. — === = 
(0) sinvi o, (0) ЗШ V? ou dk Ge 
Kä sin? vi ) 
"3 reih ` sin? mat 
ï 
oder 
@ Ж к. 2л: y d 
mg Bal ы bn Es. [1 Des ac), 
O, A 27 w aach sig? amaw’ 
N 0) 
А а paff o 
Ersetzt man віп ма durch = ә; › бознат durch 
ua — ий 
+9 5 4 ? Zb 
d , so lassen sich die Produkte leicht in die Formen 
bringen, welche von Jacobi herrühren: 
| Az) E? 1 +20"! cos = + gta) 
(61b, а = Е P in 
) © Im (1 Ab Па): 
U 
NES 0 1— 2g? сов © p отн) 
62b, TEISS a „a де — 
(0, ) Ozi (n) (1— Па) 
D 
Dh, or 
9,0(%) 9лх үү | 1 Ecos Zt 
(63b,) а СОЗ ае ж) ч RE ТЕН ИШ BI т D 
Ө, 2 # U +g”) 


Ө, (а) w үк Zut ре 1—20" cos Ge +" 
(64b, ИЕ = k sin Se II w | 
) am 2л о Ei, d= 
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Art. 7. Darstellung der Constanten 9, 2... Pios 9, 
dureh unendliche Produkte. 


Die aufgesiellten Formeln liefern die Darstellungen der 
3-Functionen durch unendliche Produkte nicht vollständig, in- 
dem diese Produkte fürs erste noch mit den Constanten 9, 9, ,, 
A... d, , zu multiplieiren sind, welche bis jetzt nur durch 
Reiben dargestellt sind. Mittels der Gleichung (3), welche für 
Constantenbestimmungen überhaupt von Wichtigkeit ist, gelingt 
es leicht auch diese Constanten durch Produkte darzustellen, 
ohne dass man dazu, wie Jacobi (Fundamenta nova pag. 178) 
besonderer Kunstgriffe nöthig hätte. 


сї an 40 Jv) 
Wir wenden die Differentialgleichung (3.) 57 = KS 


auf die rechte Seite der Gleichung 


= sin? yi 
в р 
Ho) = I Val 
ГЖ 01 052 = a 
| 


an und setzen nach der Differentiation о = 0, für welchen 


0% H f Р d н А 
Werth - 2) mit 2“ bezeichnet wird. So ist zunächst 
— 2isinvi cos vi „2m+1 
Alan = më ebe , 0058 ~e a, 
и "сов cos? HTa — sin? vi 2i 
also weiter 5 ` elmH)a 
E LKE A 
9“ = == g E 
GER ЕР "e 8 "e \ da 2m+1 
1 
99 
== 4— 
да? 
oder wenn man mit 44 dire 
ета 1 
dlg = 21 GE SST: 
(2m+1)a 1 
gI = 4+2 > £ 


ет 10а * 904-1? 
worin A von a ане ў Für а = ,+—2© ist A = 1, die 
Summe der rechten Seite О, und folglich А = 0. 
Schreiben wir nun 
e ED 1 ~O glam+1)a 


CH тене "Грезна = = SCH Dr. 1)" em) na 
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und indem wir die Reihenfolge der Summationen vertauschen, 
hierfür 


Amt = ] — еї"+1ә 


х "х 
Е (6+1) CA SS USA? 
2 200—1)" m) GC за 1 = Za ( 1)" ETF enti 
so erhalten wir, indem wir noch n+ 1 durch n ersetzen, also 
eine um Eins verschobene am einführen: 


20 

р 1 eum 14-02"), 
lgt = Èi- Ir E om = SEI SC Кё] ema) 
1 


EZ 
1—etam J4 em-e 
(65.) D= Il. LA em ] — emu 
1 SE En 
init" 1 — gem - П. +g 2 ( к 0 ) 
1 
A 
ү In’ 


und wenn wir a + (GE für a setzen 
(66 5 1 — ета > - x 1— q" 
-) ui -iore ті OET 

і 


k ku 
= — giel (1 —g?") = e CH 
Drum - үй 

D 


Ein ganz gleiches Verfahren lässt sich auf die Function 
9, o(v) anwenden, welches die Gleichungen lietert 
1 — gimi) ‘wk 


(67.) J, == 2V4 HA SS EC 


und muss nur in geringer Weise ınodilicirt werden, damit es 


auch auf 
` © D 
v sinvi sin? vi 
Ike), + (1 
1 (т) sin? mat} 
1 


anwendbar sei. Wollte man nämlich die rechte Seite in die 
Gleichung (3.) einsetzen, und dann о = 0 setzen, so würde 
тап 0 = 0 erhalten.*) Man muss deshalb, ehe man » = 0 


*) Der Irrthum, welcher sieh bei Jacobi (Fundamenta nova 
pag. 185 Gleichung 5) eingeschlichen hat, ist auch in Briot und 
Bouquet übergegangen No. 152 Gleichung 15. 
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setzt, mit sin zi dividiren und nachher v = 0 setzen. Das wei- 
tere Verfahren ist ganz das frühere und liefert 


(68.) 19, = 219. П. ME wir = y kk' (2) у 


so dass nun alle са шоп durch Produkte dargestellt sind. 
Bilden wir das Produkt 
(1 — @?@т—1) уз ү 1 — ф")2. (1— gin) 


(m) 1 — qmi) 
1 


Ka 
= 2 9 П...“ — 00%). (1 — q"). (1 — din? 
1 


=, SEL 1—@т)з, 
da IE el 


woraus nach (68.) fliesst 
eut, BE 

welche Gleichung wir schon pag. 102 GL 54 aufgestellt haben. 
Die dort angewendete Methode hat den Vorzug der Verall- 
gemeinerung für hyperelliptische Functionen fähig*) zu sein, die 
hier gegebene den Vorzug, dass sie nur Mittel erfordert, welche 
die fundamentalen Eigenschaften der 3-Functionen selbst bieten, 
während dort die elliptischen Integrale zu Hilfe genommen 
wurden. 


BS 
eg 


Art. 8 Darstellung der 9-Funetionen durch zweifach unendliche 
Produkte. 


Die Gleichung (61а.) kann in eine andre Form gebracht 
werden, indem man schreibt 


Zm LU ло! . a Mai 
ech ШУ. 


se (2m+1)aw' 
MI 


(m) 
0 


*) Crelle’s Journal Band 71 pag. 201 et seqq. Gleich, (14), 
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cos (222 Se „cos (227 : Rees | 


EI 


„(2m-+L)ram’ 
cos? Crue. E ! 
т 
0 ( ) 
n 
Эл 2 1) To 
2209) 
= lim e 
mee Lë (2Zm+1)au' 


(m) б 


кс» Йаш 
Man darf hierin nicht sofort das Produkt über alle m von 
— 20 bis +æ ausdehnen, sondern muss den Ausdruck als den 
Grenzwerth der hier aufgestellten 2n Factoren machen, weil das 
Produkt nicht unbedingt convergent ist, d h. eine willkürliche 
Anordnung der Factoren nicht zulässt. Es verhält sich biermit 


ähnlich wie mit dem einfacheren Produkte, welches man erhält, 


an(s—h) . е f 
wenn шап ug in ein unendliches Produkt ent- 
w 


wickeln will. Da nämlich diese Function für ale x = 
ht 1(2 4 1) 0 in der ersten Ordnung unendlich klein wird, 
so ist nach Satz XXIV. 

ы еч 


cos 
(10a) a = = Í, I- ЖОЛОТО, ne 


wenn für m к: möglichen ganzen Zahlen eingesetzt werden, 
tür welche die 2 = 1 (2т 4-1) о in das Innere eines Stückes 
„S“ fallen, welches die Eigenschaft besitzt, dass das über die 
ganze Begrenzung s von 5 genommene Integral 


бы Ж ER e 
(A) [= h) dë 


ө ё — 2 
8 
Anl — I) 

Е = 7 $. 

„2? —ю® dë i "7 dë 
REN Lë А) Te geg 
6 w Е—5 5—2 5 — А 

5 * 
verschwindet. Ziehen wir nun um den Punct & == k einen sehr 


grossen Kreis, dessen Peripherie s keinen der Puncte & = 


h+4(2m + 1) о trifft, so bleibt auf der ganzen Peripherie des 
© ЖЕ 
Kreises s die Function ge endlich und nimmt für 
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die Endpuncte eines Durchmessers durch das Vorzeichen ver- 
schiedene Werthe an, weil dort & — h entgegengesetzte Werthe 
besitzt, und die Tangente eine ungerade (mit dem Argument 
das Zeichen wechselnde) Function ist. Da nun auf der ganzen 


d 
Peripherie das Element — S 


E—h 
> 
nämlich idg hat, wenn Ẹ— h = Ref’ gesetzt wird, so hebeu 
sich die Elemente des Integrals 
Г, Serië — h) dÉ 
g үс 


Ai = 
w ZA 


einen und denselben Werth, 


s 
welche zu Endpuncten eines Durchmessers gehören, Glied für 
Glied auf, und das Integral ist genau Null. In dem Integral 
s 2n(S—h) 
п _ p 
It w 45 


E s—h 


D Ki 


werden die Elemente sämtlich unendlich klein zweiter Ord- 
nung und es convergirt daher (nach Ih. pag. 10) gegen Null, 
wenn R grösser und grösser genommen wird. Dasselbe gilt 
daher von dem kritischen Integrale (A) 


© 2n(5—h dë 
6 eg 


Es muss demnach das Produkt (70а.) über alle ganzen Zahlen 
erstreckt werden, für welche die Werthe = h+1(m+1)w 
im Innern eines sehr grossen um den Punct А geschlagenen 
Kreises liegen. ` Dies sind nicht schlechthin unendlich viele 
negative Zahlen m und unendlich viele positive, sondern die 
Anzahl der negativen und positiven (da natürlich A eine endliche 
Zahl ist) werden sich nur um ein Endliches unterscheiden, und 
zwar werden die Zahlen m, welche nicht sowohl als positive als 
auch als negative im Produkte zu nehmen sind, sehr gross sein. 
Da es nun auf eine endliche Anzahl unendlich ferner Factoren 
ollenbar*) nicht ankommt, weil diese gegen 1 convergiren, so 
kann man 


*) In dem letzten Produkte der Gleichungen (69.) ist апей 
dies nieht einmal der Fall, weil die Factoren mit zunehmendem m 
nicht gegen 1 convergiren, 
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Ae 1 dee п H 
Eike) 
А сов Z” A Im) h+4(2m+1)w 

o GE 


setzen, während z. B. 


71.) 
p.n __ 2218р Mé 2л (r—h) 
lim - 0) gegen е m е) 
п== ‚II. h+42m-+1)w Ж 2л 
Ri w 


convergirt. Denn wir können diesen Grenzwerth in die Form 
n pn 
lim [[ D- e жд +. [] im ff a 
Si (m) h+4(2m+1)w næ X Im) h44(2m+1)w 
1 n+l 


d 2л(г—!) (#—1) 


сов =- К Е 
~ , Im WË 7 e : 

cos мә = (т) 1по + 4 то +4w+h 
0) 


bringen. Nun ist aber 


1р—1) в 
т x 
I азна ача) 
n= 7 | {по + imo +40 th 
(0—1) п 
МС ЗЕЕ ===, 
еа (т) A 1ло + то + 10 LAM 
п== 0 
a 1 


ne Tim по + mo + wth 


n= 00 
PP (р— АР CS Wë 
= KA 
| > Zi ? en Fe 
= jim 2n 
п = 00 
E 2218р 
=A k А © o ш 


womit (71.) bewiesen ist. 

Setzen wir пип den Ausdruck, welchen (70.) liefert, wenn 
3(2m'+1)w‘ für h gesetzt wird, in die Gleichung (69.) ein, 
so erhalten wir 


(12 CO А lim I [ П. = A 
O н, п > т!) т) 40@т+1)о 4-1 1024-1)“ 


|| 
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ein zweifach unendliches Produkt, welches keineswegs unbedingt 
convergent ist, d.h. eine beliebige Anordnung der Glieder nicht 
zulässt. Soll nun ein zweifach unendliches Produkt Mm Im Am, au 
unbedingt convergent sein, so muss mitt. mitt lg Am, m mit 
wachsenden in beliebigem Verhältnisse stehenden m und m!’ 
gegen Null converyiren, wenn o und т positive Zahlen sind. 
Im andern Falle kann nur bedingungsweise Convergenz statt- 
linden. 

Man besitzt aber ein von Eisenstein herrührendes 
Mittel, ein nur bedingungsweise convergentes Produkt in ein 
unbedingt convergentes zu verwandeln, welches für dieselben 
Stellen als das vorgegebene verschwindet. Man kann nämlich 
den einzelnen Factoren derselben noch einen Factor beigeben, 
der für endliche Werthe der Variabeln nicht verschwindet und 
nicht unendlich wird, und die Form вас + ра? +yz +.. Hrs" 
besitzt, worin œ, ß, y,... > passend zu bestimmen sind. Im 
vorliegenden Falle multipliciren wir das allgemeine Glied des 
Produktes (72.) mit 


r? 


о (2т-Е1) +4(2m’+1)w' ti | П (Ст + 1) о -4 (2m + 1) 07] ! 


dann ist der Logarithmus des allgemeinen Gliedes, wenn 


Um, mi = г (2m+1) w + 4 (24-1) с“ 
zur Abkürzung gesetzt wird, 


EHEN а 
ig He 2 Linen KS e з= (© (1 +) 
А Е 7j ч Un, m } 


worin = eine ihrem absoluten Betrage nach sehr kleine Zahl 


T 
bedeutet, wenn — — dem absoluten Betrage nach unter 1 
Um, т’ 

mitt il ++) 
WE 

) m, m‘ 

— so lange die positiven Grössen о, т unter der Einheit liegen, 

und w und о’ in einem complexen Verhältnisse zu einander 

stehen — mit zunehmenden, in beliebigem Verhältnisse stehen- 

den m, m‘ gegen Null convergirt, so dass das Produkt 


ЕД Li 
den П.А Р. (т!) 


liegt. Man sieht nun leicht ein, dass m't”, 


(— See" HS мы 


Um, m’ 


8* 
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ein unbedingt convergentes ist. Dieser Ausdruck unterscheidet 


З . Olx f 
sich von der Function Е 28 durch den Factor 


n n т? 
= Sin — + з || 
TTA ран "m, m "m, m 
f = lim e 
п, n= 00 
т 
In der Summe Safe — hebt sich das Glied SC gegen 
—n'—i —n—1 
; 4 { 
das Glied —- "--— — fort, und sie hat daher den Werth 


Ham -m—1 


ч Е 4524. 
Null, so dass der Jam? f von der Form e: "ist, und M 
a" 


den Werth > in = hat. Um die Constante M zu be- 
—щ—1 a1 “mm 
stimmen, entwickeln wir lg U(x) nach Potenzen von x, so be- 
ginnt die Entwicklung mit der dritten oder einer höheren 
Potenz *) von x, weil wir ja in (73.) die einzelnen Factoren so 
eingerichtet haben, dass in ihrer Entwicklung die erste und die 
zweite Potenz fortfallen. Nun ist aber 
le Ө(2) — leg = 16 [0(2).е Hl = —4x*M + lg Uls) 

und da nach (5la.) рар. 101 für 2 = О die Gleichung statt- 


findet 
0? lg O(x) an д" до о“ 


да? Oe, a O 
КК? д 
so ergiebt sich — M = S ЯГ, und endlich 


(74.) 


= ом? по с 


и? d z } 
Р ; TE 
а) ge: / tu e Za dÉ » ea Цы т не 
ў Эл (т, m’) Un, m' 
= 


Um m = I2m+1)o + 4(2m +1) w, 
womit nun 602) als unbedingt convergentes zweifach unend- 
liches Produkt dargestellt ist. 
An die Function 


®®ЁК'? den 
Ka) HS enia 
© Wi = l o 


*) Da die Function gerade ist, so begtunt die Entwicklung 
mit der vierten Potenz von 2. 
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knüpft Herr Weierstrass seine Untersuchungen über elliptische 
Funectionen, welche er auch auf die Abel’schen Trauscendenten 
ausgedehnt hat. Da diese Function in der ganzen x-Ebene den 
Charakter air hat, so muss sie sich nach XIV. рад. 24 in eine 
unendliche, in der ganzen z-Ebene convergente Reihe ent- 
wickeln lassen. Es kommt aber, wie Herr Weierstrass zeigt, 
den Coelficieuten die bemerkenswerthe Eigenschaft zu, dass sie 
ganze Functionen von E sind. Wir begnügen uns auf 
diese Eigenschaften aulmerksam gemacht zu haben, weil die 
Entwicklung complieirt, und die Coeflicienten wenig übersicht- 
lich sind. 


Hieran fügen wir noch die Gleichungen 


(75.) 

Ө, |(ж) = Ү 25 мы. KR DD eng E 
(76.) 

@ (CES = „OR 


—т'—1 


= k ko 2 
ТТ С кү = ша. 
TOOTO y Es аЙ. D Imo F no’ 


= 


In (77.) ist die Combination »=0, n = О nicht als einen 
Factor bildend zuzulassen. Diese Produkte kann man mit den- 
selben Mitteln als das Produkt (72.) in unbedingt convergente ver- 
wandeln. So aber, wie sie hier vorgegeben sind, lassen sie 
weder eine Aenderung des Verhältnisses der Anzahl der in 
negativer Richtung genommenen Glieder zu der Anzahl der in 
positiver Richtung genommenen zu, noch eine Verlauschung der 
beiden aufeinander folgenden Produktbildungen. Denn während 
z.B. die Factoren des Produktes (72.) symmetrisch in Bezug 
auf 4w und o" sind, ist dies mit dem ausgeführten Produkt 
keineswegs der Fall. Die Beziehung aber, welche zwischen zwei 
©-Functionen besteht, in denen 4w und oi vertauscht werden 
und zu welchen man durch Vertauschung der Produkte offenbar 
gelangt, finden sich in dem, Artikel von der linearen Trans- 
formation. 

Bei Bestimmung der Grösse M fanden wir O“ = 
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SE d Р $ d u “ 
SR di man findet in ähnlicher Weise ©, ,, ©, ,, und 
w ck р е 
zwar ist - 
42 dee A > .2 al’ 
ee үз Ка EE, 
{өл Ok drob dk 
ө", T d(wk) eu 
dk Y2rwk 
Art. 9. Partialbrüche. 
Führt man für v die Variabele 2 durch die Gleichung 
v = їагсепа in „ ~~ ein, so lässt sich mit Hilfe des 
Jr (Фф) 


Satzes XXIII. pag. 54 die Function ; — in eine Partial- 


«Мі агс smg) 
bruchreihe verwandeln, welche unbedingt convergent ist, und 


dann durch Auflösung der Function === in Partialbrüche 
cos (2 — f) 
in eine zweifach unendliche Partialbruchreihe, welche nur mit 
vorgegebener Anordnung der Glieder gegen einen festen Werth 
convergirt. Wir wollen indessen hier den umgekelirten Weg 
einschlagen, uud zuerst die zweifach unendliche Partialbruchreihe 
herleiten, weil wir so nebenbei zu den Partialbruchentwickelungen 


| 


für ee selangen. 
sinn’ cosg Pë 
ь з 1 Е e 
Die Function 3 wird für vo = ma+ mn = Оп, п 
Vii п 
unendlich gross in der ersten Ordnung, und es ist 
А Um А ri 
im — tt = lim с — 
=, le) vu Yı 1(®'-Е nintma) 
dé (—1)"++", oi (— Drtr, gm? 
== fim ee = ; з 
Еу ат2—2т A i (v‘) 9, д 
und mithin nach AAL 
1 1 (het, у? 
huel ` A (0) mm? em — WII 


wenn die Summation über alle ganzen Zahlen m und n aus- 
gedehnt wird, für welche га, п im Innern eines Stückes „5“ (їп 
der »-Ebene) liegt, welches die Eigenschaft besitzt, dass das 
über die ganze Begrenzung s von 5 genommene Integral 
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C Sc > Г“ A ji du 
| (u— 0) 9; u) J utlu) J u(u— v) J (4) 


8 8 


A ? du d 
verschwindet. Das Integral / convergirt nun 


u (u —v) (u) 
immer gegen Null, wenn die Begrenzung s durch keinen Punct 
geht, für welchen Jh (0) verschwindet, und überall weiter und 
weiter von dem Puncte v = О entfernt wird, weil dann die zu 
integrirende Function mit zunehmendem u überall mindestens 
unendlich klein zweiter Ordnung wird. Nehmen wir nun 
für $ eine Figur, die zwischen den Puncten der »-Ehene 
42m +l)a+ 3 (2n 1)im und 42m’ +1)a — 1 (2n’+1)im 
durch eine beliebige, keinen Punct vm,» trellende Curve, zwischen 
4(2m’+1)a — $(2n’+1)ire und —4(2m’+1)a — 10284-1) ix 
durch eine Gerade, zwischen — 4 (2m’-+1)a — 4 (2n'+ 1) im 
und — 4(2m’+1)a-+ 3(2n‘+1)irr durch eine beliebige, keinen 
Punct vm, a treffende Curve, zwischen — 4(2m’+1)a+ 4(2n'+1) im 
und $(2m'+1)a + 4(2n'+1)im durch eine Gerade begrenzt 
wird, so sind die für das Verschwinden des letzten Integrales 


nöthigen Bedingungen erfüllt, wenn m‘, n‘ über alle Grenzen 
ім Я р : 
wachsen. Aber das Integral Г. zerfällt in die beiden 
м.а (и) 
8 
geradlinigen, und in die beiden über die beliebig gelassenen 
Curven. Auf den letzteren wächst der reelle Theil von u mit 
wachsendem m’ über alle Grenzen, und es wird daher auf ihnen 
GC fe [wegen der Functionalgleichung (2.)] unendlich klein in 
or it 
unbegrenzt hoher Ordnung. Die von diesen Curven herrühren- 
den Bestandtheile convergiren deshalb gegen Null. Auf den 
beiden geradlinigen Strecken giebt es zu jedem Puncte u auf 
der einen, einen Punct —x auf der andern, und die beiden zu 
ihnen gehörenden Integralionselemente 
du 4(— u) du ` 

- < und — = — — —— 

u Fi a) (— м). 9, 1(— и) uJ) 

sind einander entgegengesetzt gleich, deshalb heben sich die von 
den beiden geradlinigen Strecken herrührenden Bestandtheile des 


du SA А 
Integrale: lE egenseilig auf. Demnach convergirt 
КЕР м, (н) врем 6 


5 
auch das Integral 
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[ du 
4 (u — 0) A lu) 


mt wachsenden au, n‘ gegen CW und es ist folglich 


DH 


H a ie — La, m2 
(49.) Sc lim SE 
BET Zär v) SEH Be ат — піл ' 
woraus für а = — 20, er q co sich Pay 
2 1 


(ës 


lim >. @ fe 


Bit isin(— v) ne ж — nin 


oder wenn man v DE) il ersetzt, 


1 (= > iy 
ЗО. u 
m sint и ar Sal — пл e SE їл? 
und wenn man £ durch t— 4m ersetzt, (81.) 
1 zu): ee (чн) 
+ дї, Эбу 2+ 1)л. ш gail A 1(9н-Е1) Zei 127 


Wenden wir nun die Gleichung (än / e die Gleichung (79.) 
ап, so folgt, 


E A = 
weu kret AN d sin (ат —ю)1' 
С аа И 
к ©, (2) s wkk œ) и (2 S- рта.) Re 
vo o ! 
/ Cm’) 1 e z (—1)” o? Ge Zn‘ 
ү созк К' dar r4sin ‚ Zum) ee ы = „ 
HI ө KI с 
en | + +sin ?лт < > ү" De Я (1 +@ 
w3kk' ЕЯ w (m) 1 дү" Gë Luz + g" 


w 
welche Reihen unbedingt convergent sind. Ersetzt man v 
durch v+ 4im oder x durch 2+4w in ihnen, so folgt 


EW ө, ы у^ 
Л (0) “д? cos таг — vi)’ 
Р Г оз 2 = 
(83.) Ж Les 


@ V (2)? т Е Znz лт" | 
w 


a ы 


І 2 ттт), 14-7) 
+ 4 сов — > = Yo a ы 
сов 271 14-202" соз ——-- 4 


www.rcin.org.pl 


121 


durch eine Partialbruchreihe dar- 


А Mo. ; 1 
Um die Function 905) 


zustellen, ist es jedoch bequemer, durch die Gleichung v = 
are ѕіп 2: die Variabele 2 einzuführen. Da nämlich mit zu- 
nehmendem 2 stets der imaginäre Theil von агсзіп 2, also 
der reelle Theil von ѓагс ѕіп ж unendlich gross wird, so con- 
vergirt das Integral 


А dë 
Ja arc sin &) EES, 
wenn es in der &-Ebene über eine von der Stelle & = (0) überall 
sehr weit entfernte Curve genommen wird, welche keinen Punct 
trifft, für welchen “(7 are sin &) verschwindet, weil die zu in- 
tegrirende Function [wegen der Functionalgleichung (2.)] für 


wachsende & unendlich klein in Dee hoher Ordnung wird. 


2 1 
Da пип AC are sin 2) für 2 = Sie er x 


>) = Im Ver- 
schwindet, und wenn m alle Zahlen von О bis 0 durchläuft, 
nur für diese Werthe verschwindet, da ferner 


D 


lim E 5 lim 2 а 
s=z„ Ў (багс віп ж) go 9 (аг sin [£+ zul) e 
(ES cos (2755 ne) 

i F(T аге SiN En) TFG |2m+lla-+ 1л) е 


gu? (1 = gar 


(—1)".2г.үд.®, ‚ 
ist, so folgt aus XXII. 


ROLL 
Hi arc sin 2) 
5 at Ok CS / 1 s 4 ы} 
0 Loi E Jm 2. д. 9 1 Ж," 4 соѕ үпү x — С08 ZE а 
und also 
х cos 20 Lë la 
тп? (1 „2m S 
(4) a 1? Zn Се). es А 
Hv) 0 1)". уд. 9, 1 sin?vi— cos? ——a 
(85.) 
eg z (m41) ло’ 
1 ‚ (8л)? < maet, 2 сов Fa 
бш) Га en o ов йш Тш ше 
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(86.) mtl 

Саз. 1 _ > дат® (1 рот) E , 
ү Go 00) ш EELER сов ке т 
Setzen wir hierin v+ їл für v und tion für Lé. so er- 
halten wir 


cos Se 
в) EE KE, Fi 
+, Ji" тш (—1)" үч. 9, соз? Ze E т 
(87.) 
w3kk’ 1 d r (— 1)". 2 do 1 gm? +m, ee мүш. 


ve —9ф"+1. сов 172 = + Weg 


de äi dig Бб) 
da U dr 
brüche darzustellen, braucht man nur die Produkte für Ate), 
O(s) logarithnisch zu differenziren, so erhält man diese Dar- 
stellungen. Wir beschränken uns auf die Functionen O(s), 
© :(@), о, 002), о, 1120) 
Aus (72.) folgt 


Um die Functionen durch Partial- 


(88а.) 
dig О(э) - ы 1 
des I GER KE 2— 12т+10)о — п +1) 
und aus (61b.) folgt 
(2! . sin Gs 
dlg Olx) Sing o 
(88.) dr = ө 2o) Anz 
1 AJ арт! FOR +4 a? Qr+1) 
Aus (75.) folgt 
h dig бш n' m' 1 
ER dao e =i Zo Zog — бно — 1 (1) 
oder aus (62b.) 
drz 


q” +l. sin — 


(89.) 


46 O, (D Be _ ] 
da za — 2+! cos = 4- Ук, Ca!) 
Aus (76.) und (63b.) EN = fr, Zen 


dlg ©, (£) 1 
= d ig = a en \ 


—п' 


(90*.) 


www.rcin.org.pl 


123 


47". sin Ы 
б а жы D © = 
(90.) = кр Я 9 


ө w ш 4 (в) 9р" cos * dar коз 
Aus (77.) endlich und (641) folgen die Gleichungen 


dlg Ө, |(ж) e U = 
(91a, = li DHE eN 
"Te dx N mi ж — то — go 
ns ps 
nn Ф 
dig 9,1) 2л Zune 8л "ER" 
Dee Er от nz 
i = соз 22 Z d 


Setzen wir in der Gleichung (90%.) w’ = io, also q = О, 
so folgt 
— л. Ins = 1 
(азу 68 
sz w E ту ай. A ma, (Ga Da 
р 1 
== 2x Zu т? — Dë (2m+1) o T 
Setzen wir in der Gleichung (9Ја.) со“ = iœ, so folgt 
9л 2л = 1 


© 
3. — сою = Dm | 
(98.) w D o | 200 a: x — imo ’ 


welche’ Formeln im Folgenden von No sind. 


Mit denselben Mitteln als die reciproken Werthe der 
$-Functionen lassen sich Quotienten zweier 9-Functionen in 
Partialbrüche emtwickeln. Die Function A(s) ist ungerade und 
sie wird für 2 = m,n = Imw+ 4 (294-1) о‘ unendlich gross 
erster Ordnung. Das lutegral 


D Dë, LE 
Ber Е 2 8—0) 
8 8 S 
convergirt gegen Null, wenn s die ganze Begrenzung eines 
geradlinigen Parallelogrammes ist, dessen Ecken 4m’o+1o-+n'w‘, 
— {то — іо но“, — Amien — Yo —n'o‘, уто te —n’w’ 
sind, wenn m‘, ai über alle Grenzen gross genommen werden. 
Denn da ДЕ) auf diesen Linien nirgend unendlich wird, so 
convergirt das letzte Integral mit zunehmenden m‘, nr’ gegen 
Null, weil die zu integrirende u шеш klein zweiter 
Ordnung wird. Das Integral Ri ist genau gleich Null, 


D э 
* 
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weil zu jedem Elemente Ma) ds aul s ein Element ZZ. и S 
E ж. 
Е 
= 990 dë aul s zugesellt werden kann, welche sich zusam- 
> 
men aufheben. Da nun weiter 
lim Az) (2 —Em n) = lim 2. А4 tw timo + no] 
=T m,n г 0) 
Оода е T er I 
д'==0 d kila z’) k 
ist, so fliesst aus Satz XXII. die Gleichung 
LN m’ 


eg: 1 (—1pm 
(94) Аа) m. OR k 200250) — фто — (9+1) о ` 


und mit Hilte der We (80.) hieraus 


S 1 
(94.) A(s) = 59 22у «а dar — (29 лен 


—п'—1 
о 
сов CT 
w 


ii 
IS 
= 
IN 
E 
M 


в HIER ` ft 


d 


[7 x б 
8луд К" 2л SH dn (1-4%) 
› 1—20%"+1 cos ZS + dai 
(23 
Ganz ähnlich lassen sich die ungeraden Functionen 
«(0 —40) und siet 40‘) berangan und zwar erhält man so 
die Gleichungen 
(95.) 
1 и е, x (—1\ү"+” 
EA >. z Н, 
IOC 40) = Di lin E Zum £ эйи ин Ж, (241 к" 


(96.) wat Än) = — Ё lim =, >: - "fe d 


Ä mr — nw" 
Ersetzt man in (95.) 2-30: 50 Wat. 

(— lag 
Оа, = — lim SW à „= — 
\ ÉIS Ч un 2 — уто — 4(2n tie 
und hieraus mit Hilfe von (80.) 


Ө, (7 +30‘) — Dale) 19,00 1 


D Air 1%) = . = : = 
wë і Ө, lm + ot Ө, (үү k Oct His 
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Zant . ш (— 1)" 
(97) ща) = — үе D Zare 
2п--1)ло 
вн. ëm Ka 
т ikw w 0 (п) cos Ste e = 
Өлү ы 2705 FU) 
a 


v 12H, cos = + gtn 


Ersetzt man in (96.) x+ 4w‘ durch x, so folgt 


n m’ kp 
(98a) v(x) = ilim Zin Zn) 5 pmo — EIS 


und mit Hilfe der Formel (93.) folgt hieraus 
2m ироа Элх-——(2п-Е1) лоо“ 
} ж — — 1) cotg =. 
(98) ` via) Ж Im >, (— 1)"сош 
= 
In dieser Formel convergirt das allgemeine Glied mit wachsen- 
dem n gegen +i Setzt man darin ж = 0, во ist 


x(0) a = 2лі lim 2; у С—г1)*со E А 


w 


und ziehen wir von dieser Eech: die Gleichung (98.) ab, so 
erhalten wir 

. 2az 
dur n (—1 IW. SIN KS 
VI D) Gast . Улт (281 DN 
nr ah Se e, 


(99а.) 1—хж) = 
W 

worin das unendlich ferne Glied gegen О convergirt, so dass 

man eine endliche Anzahl tortlassen kann. Zieht man nun das 

Glied — rn — 1 und n zusammen, so folgt hieraus mit Fort- 

lassung eines einzelnen unendlich fernen Gliedes 


Op 22700 = (—1)" coig — ren 
(99b) 1—v(e) = 5 2 dn e ESCHER E Kee e 
und hieraus endlich die Jacobi’sche Formel 

(99.) 

a 14+ nl 
D 2 LEM, een 
1а) = ËT gne mu 


= (п) = Zimt, cos = ЕЕ Tt) 


www.rcin.org.pl 


126 


Es lassen sich nun zwar von den vier $-Functionen je 
zwei noch auf andere Weise zu einem Quotienten zusammen- 
setzen, und diese in Partialbruchreihen entwickeln, allein wir 
begnügen uns mit den hier aufgestellten, welche die wichtig- 
sten sind. 


Art. 10. Darstellungen durch die Fourier’sche Reihe. 


Um die Function Je ©, (2) in trigonometrische Reihen zu 
entwickeln, bedienen wir uns der Formel (62b.) und erhalten 
aus ihr 


0,0) = ig 0, 2 Ју, (1 *1) + 


х, 518 @—2"+!. соз 4712 SES 


© 20 diar —4air 
= effo 0%") + È lig L vile ite — gte © )] 
0 
П 


Ars —4iar 


und wenn man nach aufsteigenden Potenzen von e” und e” 
1 p E жш: 
entwickelt, was für alle reelle Werthe von 5 möglich ist, 
{1 


o gH c в 4792 


lig Ө, (а) = vlt. т SgS m SEN 


Da für alle Werthe von Z diese Reihen unbedingt con- 


vergent sind, so können wir die Reihenfolge der beiden Sum- 
mationen umkehren und die Summation über n ausführen, so 
erhalten wir 


Е 
(100.) lg O, (£) = 15 Ho- 4") Е т(1 -q™ ) Р 
ї 


und wenn wir ж um lw vermehren, erhalten wir 
Amar 


© SH (NG Dei cos 


со 


und wenn wir die Formeln differenziren 
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тып Im 
schrie о Zr 
(102) EEG Ey gm Ze), 
. Amaz 


= Бис 
Toa 5 ( 
(o) т 24) Гн 


Mit denselben Mitteln finden wir 


Zen 
(104) 189, (2) = 1612 Ш." — 8")| + ig cos CO 


Amaz 

GR т от, cos —— 
Es 1 = 
т(1— 9%) 


1— эт—1\? дл. 
(105) 60, (к) = үд S Мк 1. Ge E + lg sin Е 


© m cos Am; 
— 2 Ein) d га 
1 т(1— $") 
und hieraus durch Differenziren 
(106.) 
. Amaz 
dr = si Kees 07 Гон = 
1 
116 Ө, (а) _ 2 ong Ba P" sin E 
CEAT D eng EA Emn =. 
(101) e Fra rn 2.) wer 


Zieht man die Gleichung (100.} von der (105.) ab, so 
erhält man 


4mar 
£ d" cos = 
(108.) lg A(x) = Jo Е ya fc vw. 20 wett et ` 


A 1 А Zon DIE А 
Die Grössen lg sin ——, lg cos — “ан, sich auch noch 
wW w 


in trigonometrische Reihen entwickeln, wodurch die Darstellung 
von 16 Ө, (ж) und lg ©, (2) erst vollständig wird, diese Ent- 
wickelung hat jedoch für uns kein besonderes Interesse. 

Die elliptlischen Funetionen und die reciproken Werthe 
der ©-Funclionen lassen sich dadurch in trigonometrische 
Reihen entwickeln, dass man jedes einzelne Glied ihrer Dar- 
stellungen durch Partialbrüche durch die Fourier’sche Reihe 
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darstellt. Setzen wir für das allgemeine Glied der Partialbruch- 
reihe den Werth, welchen uns die Gleichung liefert, 


ein лж 2лгі —ёлгі 
SE: E We Bd e w e w \ 
yes > cos 112 p 2021-0) e | fazi Zaai) 
Di E gen Lë gertie WU 
> П ать sin 2(2m+ 1) ла 
r (m) w s 
in die Gleichung (94.) Ke so erhalten wir 
Злу; en , 2(2m+1) ла 
Ja F MS 2, ni EA T a sin - Léi ' $ 


0) 0 
г Р 5 Я 2 
In dieser Reihe, welche unbedingt cunvergent ist, so lange — 
w 
reell ist, können wir die Reihenfolge der Summationen um- 
D 
kehren, und über n die Summe ausführen. Da Ding". darin 
0 


а" з 
== І ist, so folgt 


(109.) Aa) = злу ху Шш zZ 
9. Жыр е е (m) үрен 
und ähnlich Ir 
Bay Me z z 
(110.) и(®) = di ere 
2л сове dmax 


(111.) ris) == er +4 EN 
Setzt man in das allgemeine Glied der Partialbriuchreihe 
(87.) den Werth ein, welchen die Gleichung lietert 
1—0 “л 


1—2?+М!соз * e "7 1 ein 
int 


1 1 1 
жаы Д Зла t —dası 
1 — @?!"+!е w 1—g’tle KU 
Ben 25, ge cos 22201 Ала \ 
to 
T 


so tindet man 
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i wkk E 
ә a) ck 7 Ө, (2 


У 


А А Arınz 
Iran zl 1 Ar 2 >" UE DOS Pr ) 9 
0 І ! 


und wenn wir 2 um fo vermehren 
West?" 
a 4уд Ө(=) 


Des 
Бы" E 25, td cos el 


(113.) 


Е g 5 Р Я d 
So lange der Werth von — reell ist, sind diese Reihen unbe- 
с 


dingt convergent, und man kann die Reihenfolge der Summa- 
tionen vertauschen, wodurch sie in Fourier’sche Reihen ver- 
wandelt werden. Die Summation der Coefficienten ist jedoch 
nicht so einfach durchzuführen, man kann sie aber nach XVIII 
leicht durch bestimmte Integrale darstellen. 


Art.11. Die lineare Transformation der -Funetionen. 


Eine sehr bemerkenswerthe Eigenschaft der $-Functionen 
ist die, dass zur Darstellung einer und derselben Function 
unendlich viele verschiedene Моби gewählt werden können. 
Setzt man nämlich 


бй Dar D г Kä nit ` %. EE 
А ау + дл" ау діт’ тА ain 
— (in)? — 170 
d -—— = m 
„ш Ay — ai Ay— ain 
und 
(b.) ад — 8y == Л. 
so überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 
w2y 
(с) обо, а) = Const, ei" H7, Pa ylw, A), 
worin 
(d.) k = — gy + hò +- уд, gi = ga — he en «8 


ist. Vermehrt man nämlich о um Жїл, so vermehrt sich w um 
— A(Ay— air) und die rechte Seite der Gleichung (c), von 
dem constanten Factor abgesehen, erhält die Form 

Y 
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Ге —A(Ay — ein) ]ay 
А Ау — иіл Л Zeus [0 — А(4у — air), A] 
w2y 


ЖУ ECO 
AM, еАу—чтх Ra gt AN Gd e dee 


„9 o (w, А) 
= (=U [hed — 8y) + eyt +2)]. ein — uir Fw g (W, A). 
Da nun @й— {у gleich Eins, und оу18--04-А) für ungerade 
-A [wegen (b.)] steis gerade ist, so ist 
(И лд EE ФИЯ 
und es genügt die rechte Seite von (c.) der Functionalgleichung (1.). 
Vermehrt man aber v um xa, so vermehrt `ch w um 
SN xir (6 С = Саа gr = хӧА — Вхіл 
ay + діл ay + din 
ari D Е (w, А) gewinnt ter ge DPL Lui х е—"0°%А—2к0и, 


gr " geht über in 


Ау — air 
wy , 29(04 — Віл)ую , ж?у(84— Bin) 
А ті А Ау — аіл Ау — ain 
ш?у ды Drinw ө, (420 -— pin)? 
= ду—оїл Ae Шш ES ME Ау — аіл 
und demnach gewinnt die rechte Seite уоп (с) den Factor 


Ad— Віт)? 
еу 0 De 


Ay — HA 
so dass sie der Functionalgleichung (2.) Genüge leistet und sich 
daher von der rechten Seite nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden kann, w. 2. b. w. 

Die Abhängigkeit des noch unbestimmt gelassenen con- 
stanten Factors von a kann leicht angegeben werden. Wenden 
wir nämlich die partielle Diflerentialgleichung (3.) auf die rechte 
Seite der Gleichung (e) an, welche ihr genügen muss, so er- 
halten wir 


EE 4) - баі dai 
= (—1)*%, eat, 


2 1 Const, = PaE ‚ Const. 
da ау + 017 
oder 
— л 
ООРТ Еа Ga Di nz’ 


worin nun Dag von a unabhängig ist, und — der Bequemlich- 
keit halber unter das Wurzelzeichen gesetzt ist. Für y=1 näm- 
lich, und œ = 0, д = 0, in welchem Falle (wegen b.) 8 = —1 
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sein muss und й = g, gi = h ist, erhalten wir А == — л, wenn 
wir а = — 7 Setzen, und folglich 
р? 
Әһ (0—70) = П), ol е (0, —л). 
Setzen wir darin v = 4hrr — }уїт, so haben wir 
Kid — a) Aha — äi + 1127 — tghix 


= DI. ap, — ale: Mee аня ул а (80—408 иа, 


woraus folgt 

(t) M ше 
wenn das Wurzelzeichen von 1 positiv genommen wird. Dem- 
nach ist 


—_р? 
зух 1 buts ‚ 2 
— п rang ил т 
(114) Фо, а) = ү „°З E =) 
a a 
Da a eine Grösse ist, deren reeller Theil stets negativ ge- 
nommen werden muss, so dass der Winkel ф der Zahl a = 
r(cos$-+ising) im zweiten oder dritten Quadranten liegt, so 


it y =” = ү — (sin Ip — i cos 4p) eine Grösse, deren 


reeller Theil stets positiv ist, weil іф immer im ersten oder 
zweiten Quadranten liegt. Demnach ist in (114.) das Wurzel- 
zeichen stets so zu wählen, dass der reelle Theil des Wurzel- 
werthes positiv ist. Die Auswerthung der Grösse D für beliebige 
oe, 8, y, d wird im nächsten Artikel erfolgen, so dass wir als 
vorläufiges Resultat die Gleichung gefunden haben 


(115.) 


=a =a — (7 
i ZB y а e —-. 
О: ү ау-діл ау "ид Li WS? ll ; 
М = һ0—9у уд, g' = — 18 +ga + ей. 


Ist a reell, so dient die Gleichung (114.) dazu, 2-Functionen 
mit rein imaginärem Argument in solche mit reellem zu ver- 
wandeln. 

Wendet man auf eine transformirte 2-Function noch eine 
Transformation oi, @', у', д' ап, so erhält die neue Function 
den Modul 

® aA+ Pin _ а(0а' 4+ py) + inihua’ + д8") 
(te == CT = - 
y'A+ òin alay’ +y0') + їл (8у' +0") 
und das Argument 


Dh 
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wirt Dër 
Ау дл а(оу'+уд) + inlr + 00°) 
und man kann daher diese successiven Transformationen durch 
die eine 


(g) oi = goën, B“ Setdë, 
y“ = ay'+yd‘, 0“ = бу'4-8дд' 
erselzen. 

Wir zeigen nun noch, dass die Transformation einer 
-Function mit dem Modul a in eine solche mit dem Modul 
аа + Віл 
ау + din 
gente -Reihen in stärker convergente zu verwandeln. Diese 


Reihen convergiren nämlich um so rascher, je grösser der ah- 
solute Betrag des reellen Theiles des Moduls ist. Ist nun a = 
— pr 4- флі, so kann vorausgesetzt werden, dass g in den 
Grenzen liege — 4 22 р 5$, weil durch die Transformation 
«a =ð = 1, y = 0, В beliebig, wenn f passend gewählt wird, 
9 sofort in jene Grenzen eingeschlossen werden kann. Nun ist 
aber 


Аш= т - benutzt werden kann, um schwach conver- 


ok т ehe En 
— TRG 
Еа арр ау + 4(90у+89) + 88 
er CT р?у? (УТО 


woraus sich zunächst ergiebt, dass eine Transformation, in 
welcher @&ö— Ву nicht 1, sondern — 1 wäre, nicht möylich ist, 
weil in diesem Falle der reelle Theil von A positiv würde, und 
daher die -Reihen nicht convergiren könnten. Ist od — Ву 
=n, so nennt man die Transformation eine Transformation 
vom nten Grade. 

Nun ist aber offenbar der reelle Theil von A, also 
Se seinem absoluten Betrage nach dann grösser als 
der absolute Betrag des reellen Theiles von а, also von — рл, wenn 
р?у? + (ду-Ед)% < 111. Für у == О ist [wegen (Ь.)] d= +1 
und also p?y?+igy +0? =1. For ð=0 ist y=+1 und 
р?у? + (ду + д)? = р? 4 0°, also, da g? höchstens gleich { ist, 
kleiner als 1, wenn p? <}, oder der reelle Theil von a seinem 
absoluten Betrage nach kleiner als лү ist. Hieraus folgt der 
Jacohi’sche Satz: 
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(116.) So lange der absolute Betrag des reellen Theiles 
des Moduls a einer $-Function unter тү] liegt, lässt sich stets 
eine lineare Transformation finden, durch welche ein Modul 
eingeführt wird, dessen reeller Theil seinem alsoluten Веітаде 
nach den von a übersteigt, so dass die $-Reihe mit dem trans- 
formirten Modul rascher convergirt, als die mit dem Modul a. 


Art. 12. Grenzwerthe der $-Funetionen für rein imaginäre 
Moduln. Bestimmung der Transformationsconstanten Ж. 


Die Gleichung (114.) kann benutzt werden, um zu er- 
fahren, wie sich, für v = 0, die $-Functionen verhalten, wenn 
а rein imaginär ist, wenigstens lür rationale Multipla von іл. 
Zunächst erhalten wir aus (114.), wenn a der Null so genähert 
wird, dass der reelle Theil immer N ist, 


—u?a2 = 
AAburz 


lim ү Ж саш, 9. (0, a) = lim а WH =). 


a=0 a=( 
welche Gleichung für А = 1, у = 1 die Identität O = О heiert, 
aber sonst die Gleichungen 


| lim y Seef a) = lim Т SSC Pa Une) 1 


AH 


а:==) 


(117.) { 


0 
(Jin Vz ren 2 
Hierin kann statt о = 0 für о eine Grösse gesetzt werden, welche 
mit a verschwindet. 

Wir beschränken nun unsere Untersuchungen auf den Fall 
h=0,g=0. Setzen wir dann, n als positiv vorausgesetzt, 


2 = ьт, so lielert die Gleichung (114.) die folgende 


ey D 


d er А "4n brn? F 2nin® 
ү 9 іт V An | 
Wenn hierin b gegen О strebt, so nähert sich der Modul der 
letzten -Function der О, abgesehen von einem ganzen Multi- 
plum von 277. Da nun aber eine -Function als Function ihres 
Moduls nach pag. 88 die Periode 272 hat, so können wir beim 
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Grenzübergange in der letzten #-Funclion den imaginären Theil 
des Moduls ganz fortlassen, so dass wir haben 
lim al 5 ah (E z) = 
b=0 2n 
=, Аил? uf Anba? \ /Antbarn? 
v4 2m у == —r (4n?b2 +72?) MD An?b’-+Hr2? “a)y 4п2л? 
und hieraus finden wir mit Hilfe der e (117.) 
1 
118) тү —, 90, 045 >.) = Ge 
worin sich die Vorzeichen +4 auf beiden Seiten entsprechen, 
und worin die Wurzel we zu nehmen ist. 


so liefert die Gleich. (114.) 


Setzen wir a = b+ Sta 


э (0, o ЖТ 1 
/ —(2n+1) fo (2n +1? 0л? F (2n+1)intı 
№ Ой (0: (2n + 1) 02 + 2 
7 —(@+1)л_ (о (nton? (28-1) л} 
= V Са+1) вто (n+ PFE 
(nach рав. 88). Hier nähert sich der Modul mit b, abgeselien 
von einem ganzen Multiplum von 277, der 0, wir können daher 
beim Grenzübergange den imaginären Theil ganz fortlassen (eben- 
falls nach pag. 88), und erhalten sonach 


H 


12 
"ҮП b А021) с їл 
Ba zs" (о, ; Gäil = 
#2 +{2n+1)?b2 


a. ntlo ` ~ Д(2н-Е1)2Ь2 
Vit n+ ST ze x 
ч (o n+ Dba? ) ‚ @n+1) btr? 

"uc": entire (urn 


und hieraus nach (11+.) 


= __ 11 
А ET 2 ES? 
119.) lim va“ КЕ Hu b+ 2 = —————49, 
up) b=0V 7 a V2n+1 


worin sich die Vorzeichen + auf beiden Seiten entsprechen, 
und die Wurzeln positiv zu nehmen sind. 
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(#0) 
5 ` Б 2 |. ' 
Ordnen wir die Reihe Air) = Se 1-2" Soan, dass 
Ka 


wir die Glieder, welche um и Stellen auseinanderstehen, für 
sich summiren, so finden wir 
= ( ети)? +2 (ти) 4 ee Mut 1) (тич 1)" Ae N 
Ain, а) = Im) „q erlam-u—1)2 + (тиш 1) 9 { 
r=u—l 
> Si Èn) очи? т? + 2m(ura4 uv)+ re) 


r—t 


oder 
r=u—l 


(120) Are, al = Zu е“ Зе. 9 [и(0--ға), au]. 
т =0 


Wenden wir nun diese Gleichung auf die Function 
N 3 Е z 2 
9 (0, Біл) an, indem міг 2n für u wählen, und m als 


relative Primzahl zu n voraussetzen, so erhalten wir 


v2 „2 P н за) 
п > | 
a(o. н) 2 Epe т! age, 4bn2) 
rss (1 
r=2n—1 un. "Imir 
E РГЕ ee? (= =) 
Ce" ү 4? "N\2n’ Anh)’ 


worin wir auf jedes einzelne Glied der Summe die Gleichung (114.) 
angewendet haben. Multiplieiren wir diese Gleichung mit 


| b ; К А à 
ү = und gehen mit b zur Grenze О über, so erhalten wir 


2n—1 Zen 
mër — Ale hai = 
a21) ш y Ao: 472) = Zu Int 
_ gm, 2n) 
Э э» 


nach der Gauss’schen Bezeichnung dieser Summe. Für m = 1 
folgt aus den Gleichungen (118.) und (119.) 


p(+1,2n) = (1-0) ун, n=0(2), 
фФ(+1, 2n) = 0, n=1(2), 


worin das Wurzelzeichen positiv zu nehmen ist. 
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Mit Hilfe des bekannten Satzes*) (Ане, 9). (bn, m) = 
Pih, mn) tolgt hieraus für ungerade a leicht die Gleichung 
1 j 
(12%) (1, n) = an Sn A 
Ist m gerade und n ungerade, so kann man (120.) wieder an- 
wenden, indem man ж für u setzt, wodurch man die Gleichung 


erhält 


А n— i d za) 
alt, EH = Бе " /_9(пЬт, bn?) 


und hieraus 
һ—1 le: 


" > b у тїї 1 ў 
(128.) Be äi, 24 = — Int 


1 
= — 1 
5 plm, п). 


Betrachtet man nun die Gaussischen Summen (р, q) 
worin p und q relative Primzahlen sind, als bekannte Grössen, 
was um so mehr gestaltet ist, als ihre Auswerthung nur niedere 
zahlentheoretische Mittel erfordert, nachdem die Gleichungen 
(122a.) (122b,) gefunden sind, so ist das Verhalten der Function 
(0, a) tür solche a, welche gegen ein rationales Multiplum von 
іл streben, durch die Gleichungen (121.) und (128 ) bestimmt. 
Wir bemerken nur fürs Folgende, dass ф(р, 4) unr dann ver- 
schwindet, wenn gleichzeitig p=1(2), q = 2 (4) ist. 

Mit Пие der gewonnenen Resultate ist es leicht die Con- 
stante Dag, die im vorigen Artikel} noch unbestimmt gelassen 
war, auszuwerthen. Dabei beschränken wir uns auf den Fall 
h = 0, g=0, (in welchem wir die Indices an 0 fortlassen,) 
weil der allgemeine aus diesem durch blosse Abänderung des 
Argumentes und Multiplication mit einer Exponentiellen erhalten 
wird, und nehmen noch die Fälle y == О oder а = vorauf. 

Ейг у= 0 ist А = a+Ain und wir haben nach dem 
pag. 88 Bemerkten 

(124) еа) = е1 TS „у. оро) @› a+ An). 


*) Dirichlet’s Vorlesungen über Zahlentheorie heraus- 
gegeben von Dedekind, pag. 825, 
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Hieraus erhalten wir den Fal œ = 0, wenn wir auf die rechte 
Seite die Gleichung (114.) anwenden. Es ergiebt sich 
125.) Alt, а) = 


е? 
— д + 41304 MES сіл п? 


ү atin 00—00, М адет? а-л 
Im allgemeinen Falle sei А = у = 0, also й = уб, ! = 

aß, und y und с seien von O verschieden. Setzen wir «апи 
@ == же AJ == ee =! 
A 7 Gëf 
und setzen y als positiv voraus, was immer geschehen kaun, 
weil sich die Transformation nicht ändert, wenn man allen vier 
Zahlen o, 8, у, Ô das entgegengesetzte Zeichen giebt, so folgt 

aus der Transformationsgleichung (115.) 


i — я vg EI иіл 
Ki. Aue) = Beil — arten a. al = AE 
у.) ү аділ "zë Aus td ) 


ay + din = by, 


worin der reelle Theil der Wurzel. positiv genommen werden 
soll, und hieraus für v = О 


e ZS mË A T? ` oi 
(1.) »(0, Б —іл al = D ү 5: 2а. U Е ZB 
Ist nun 


y gerade, д ungerade, 
(wegen (b.) sind y und д relative Primzahlen,) so folgt aus (121.) 


wenn wir Ше Gleichung (i.) mit ү Ё multipliciren und mit 
b zur Grenze © übergehen 


 рабудіп 


1 1 
Э с 
2, А ү; 


il ; 
126) D == 4hr’ ui фуд, 2y). 
( 12 Kë pi y) 
Ist 
y ungerade, д gerade, 
so folgt aus (123.) 
1 1 
al) та 
а" Vr’ 
GE EE, 
У J 


worin überall die Wurzeln positiv zu nehmen sind, 
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Sind aber y und d beide ungerade, so kann man auf die 
Gleichung (115.) die Transformation (114.) anwenden, wodurch 
ihre rechte Seite die Form erhält 


EC 


} і тіл ? vii 
Т8 TR ү ыл (озы) es? x 


А („= ‚in п? 
"ec діл A’ А] 


und für v = 0 die Form 


— 7 —п(ау+ діл) л П „ay + din) 
f / SS Ee d da И, #0, —{ S 
2 ү ау-+бдїл ү (ае + Pin) ir “8, уд\ Ge, Cal 
2 2 
setzt man a = pa? Во. © шш — int. 4 2 und setzt man с 
а А а бо" 
als positiv voraus, so en 
mE —— Lat b— in — 8 A = 
/ — ла / —ayb+in) / ЕТ —ту л? 
V baytin | abin М =r "Фар, и, та + аз |, 


geht man darin mit 5 zur Grenze О über, so folgt, wenn 
а gerade, 8 ungerade 

ist, aus (121.) 
1 D ВУ. IHN 
Sept, 2а) Di, 

OK WI 

198) ре ЫА 200 

a) v2.ya.(I+) ’ 


aber wenn 
о ungerade, ĝ gerade ist, 


aus (123.) 
1 Cord DI+i)Ve 
E Am 48, a) = ~ Wev? a 
er In 
19) p= NR) 


(14-2) ҹа 
womit пип D in allen Fällen bestimmt ist. 
Vermehren wir nun in der Gleichung (h.) v um {ла {gin 
und multiplieiren mit elt ` Au. so geht sie über in 
= аш 8 
(1) (а) = р." SC, ER en, A), 


x = }1Ё8д(е—2у) — 3 908(08—28) — +8уһу — {=у9%— 46012, 
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woraus sich ergiebt, wenn man diese Gleichung mit der 
Gleichung (115.) vergleicht: 


(1830) Dry = D.e". 


Art. 13. Lineare Transformation der elliptischen Funetionen. 


Die Formeln, welche wir durch die lineare Transformation 
der $-Functionen erhalten haben, setzen uns іп den Stand, ein 
und dieselbe Function A(x) oder Az, К) (durch welche Be- 
zeichnung wir den Modul andeuten) auf unendlich viele Arten 
als Quotienten zweier $-Functionen darzustellen. Da nämlich 


0176 . aa +4 Віл a ( DR ‚ w“ 
A Г › WW — im J Pr o 2л — 
Ee : m) WAT "Té | 
ist, oder wenn wir с'а о = 2%, w'y+4od = 10 und 
Or 
Zatt = oO: A setzen (woraus 4w = 4a — Hi, oi = 25-128 


folgt), gleich 
Zort 2 
Hl rig) = Өш. A, 
so folgt aus (115.) 


2ліг?у 


шї F REER POA y 
Ө, 002, а) un; р, ds ү бу Ke oluy 4+ 4 d), Or MEJ A). 


IHeraus ergiebt sich für м: der Ausdruck 
(®, а) Ө(0, а) _ 
KAn Es St (ша) Ө, Х0,а) 
©, =y tyf, u "е А) Ө, a. o 20 4) 
Ө yô—y, upug (D A) Ca «20, А) 4)' 


Dies sind unendlich viel verschiedene Ausdrücke für die Function 


e Brian, 


A, welche der Differentialgleichung de = - == 
т Жүй 1242 
genügt. 
Da nun aber die Function 
O, BE 4) SÉ = ©, 200, А) 
М ла очо огозу 


gesetzt ist, nach Art. 4 der Differentialgleichung 
ЕЕ dA 
ЛО) у 2) (1 — 2) 
Genüge leistet, во ist A(s) = А (ох, kı), wenn о = 1‘(0) 
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gesetzt wird, und es ergiebt sich mittels der Gleichung (115.) 
ein einfacher Zusammenhang zwischen Aren, E) und Ate, k). 
Ist nun 
ap = уд = af — В = 0, уд+д = 1 modż, 
so müssen с und д ungerade, d und y gerade sein, und man 
findet aus (151.), wenn man die Indices auf О, 1 reducirt, was 
mittels der Formel 
Dach nl) => (— H. 9, „'v, a) 
geschieht, 
A >A Ku) 9, 100,4) OU, А) 
(152) Аа, k) = (— DÄI “Ө, (ж 4)`Ө,‚(0, 4) 
= (—1)#—ЭД(от, kı). 
Ist а von der Form 4n-+1, so ist nach (b.) рав. 129 д eben- 
falls von der Form 4н-Е1,‚ und es unterscheidet sich Хот, ki) 
von А x, К) nur dadurch, dass 2, 2° an die Stelle von w, o 


9А(02, kı) ОА (ж, k) 
retre ind. Nun ist e — - = 
getreten sind un ist wi, en) 115 
folglich auch о = 1. Für x = 10 +42' aber findet man 


= 1:2 оч 1(д—1-+й8)ю-+Е Lw (aty—1)] = (1)? К 
Da aber in der Definition von Az) als Umkehrung eines ellipti- 
schen Integrales nur k? vorkommt, also An, k) = Aw, — k) 
ist, so gelangt man zu dem Salze: 


di. 
(153.) Will man das Integral 2 = Kerner; 
di DT #3) 

mittels der re 
ә ш. бар К: 
o, 2m) 000. Zei ze 
Қа) = ee 0 4 on 7 SE 

Paa | 2m) Gs (0, 2ni) 

umkehren und sind w, w‘ durch die auf kürzestem Wege ge- 


nommenen Integrale 
1 


of! er, Lei ак We d 
Уэш va- "d А2) (1—42) 
EN so kann man für Q, Q' die Grössen 
12 = Aur Lord, 2° = bwat wh 
wählen, wenn 
00 — fy = 1, a = 4һ +1, 0 = Ani, В = т, y = Әт 
ist, 
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Ist o von der Form 4n+-3 und sind 6, y gerade, so ist 
der Differentialquotient von A(oz, Кү) in (153.) gleich —1, und 
folglich o = —1 , für x = 42+32' findet sich Кү == ЕК und 
folglich 

Am, k) = Aa, +k). 
Ist ferner уб —y = 0, a+ße=1, y= 1, mod2, so ist ß 
gerade. Dann liefert die Gleichung (151.) die Gleichung 

, «+8—0) Di A) ©, 100,4) 

(будай) = EM шок 
= у СЕО А02, k). 
Allox, k) _ (—1)#®+#—1) 


OT К, 


Da für 2 = 0 ist, und sich für 


1 А 
ms AU, bh = +- ergiebt, so erhält man 
R k 


| 
К.ж, k) = Lil ak, = |, 
worin sich die Vorzeichen entsprechen. 
Ist y—y=l, oetoä = 0, mol2, 
so gelangt man zu der Transformation 
e Art, К) 
(155.) i.Ax,k) = wés, bi: 
und ist уд—у = 0, «+f == 0, mod 2, 
so erhält man die Transformation 


à (+ ink‘, J 


"il 
> (їшї, Si 
worin sich die Vorzeichen entsprechen. 

Die beiden Transtormationen (155.), (156.), welche uns für 
reelle k in den Stand setzen, eine elliptische Funclion mit rein 
jmaginärem Argument durch elliptische Funelionen mit reellen 
Argument auszudrücken, gehören nicht zu den linearen, wenn 
die Jacobissche canonische Form für ein elliptisches Integral 
erster Gattung zu Grunde gelegt wird, wohl aber, wenn dafür 


(156) ik. Aa, k) = 


die Riemann'she 2 = 4 Iesse genommen 
| 1 1—00) кА) 
wird. 
Um zu allen linearen Transformationen der elliptischen 
Functionen zu gelangen, wenn die Jacobische canonische Form 


zu Grunde gelegt wird, kann man durch die Substitution 
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atbh 
c+ ЧА, 


den Ausdruck r 
dA й dA, 


Na ler © рү Ale 
transformiren, und untersuchen, wie hierzu die Constanten a, b, 
с, d bestimmt werden müssen. Man gelangt so zu den Trans- 
formationsgleichungen: 


LE 
| 


+1 
И ДЕ б ЫК к< Сэ ай 
u k (ьа $0), +) 


(159.) Р d 
‚муш p = L Merk). NM – Пу 
pe сан = yk Ales, k). d — yk) + (1 -+vyk)’ 

1 Kon, bilt td 
|+ us = "dk Дох, k) yk (TF yk)’ 


worin о = AU + yk}, К, = (i =) м 
1 lot, к,)(1 zit — (1 con 
iyk Àlor, k)(l- iyk) + (IHiyk)’ 

1 Alos, ki) (— iyk)-+ (1+ iyk) 
гук Alom, 0) а—ү) =й 
e ; — гуку? 

worin ọ = AL NEI, К, . СТЕ 

Aus den beiden letzten Formeln werden noch vier neue 
Transformationen erhalten, wenn man yk das negative Zei- 
chen giebt. 

Hiermit haben wir zugleich die Beziehung gefunden, 
welche zwischen den verschiedenen Moduln stattlindet, welche 
man erhält, wenn man die Function YAA+ ВАЗ САЗ BA +F 
durch eine lineare Substitution auf die canonische Form 
bringt. (Conf. pagg. 75. 79.) Ist nämlich einer unter ihnen K, 
so giebt es im Ganzen sechs verschiedene, nämlich 

7 1 1+ үкү ез (E DOT ek 
Ur Li d \тт у [ al, (i 4- ail 
wobei natürlich jedem noch das negative Vorzeichen gegeben 
werden kann, was aber für die elliptischen Functionen keine 
Bedeutung hat. 


d 


ie "ier k) 
(160.) < 
Lie jo, k) = 
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Art. 14. Die verallgemeinerte binomische Reihe. 


Eine hervorragende Rolle spielen die #-Functionen in 
einer gewissen Gattung von Diflerenzengleichungen,. nämlich 
solcher, in welchen 
Apiw) = Plan) — plz), Poa) = Aele) — Aple) 
ist. Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung einer linea- 
ren Differenzengleichung erster Ordnung mit linearen Coefficien- 
ten, welche (im Allgemeinen) auf die Form 

(a) (1—2) Spitz) + 004—1) (2) = 0 
gebracht werden kann, und deren Lösung die verallgemeinerte 
binomische Reihe ist, durch welche die Mittel, die 2-Functionen 
darzustellen , noch vermehrt werden. 

Integriren wir nämlich die Gleichung (a.) mittels der Me- 
thode der unbestimmten Coefficienten, indem wir die nach um 
eine Einheit steigenden oder fallenden Potenzen geordnete Reihe 
Xaa” in die Gleichung (a) einsetzen, so erhalten wir die 
Gleichung 

II Fall) 2" (9" —1) Hart] = 
KËNN + atg“ — 0 )] = 

im Falle die Reihe aufsteigt, wird jeder Coefficient аар 

mit dem vorhergehenden a„ durch die Gleichung 


“ 


(с.) аы _ 9 74 


u eo 

in eine Beziehung gesetzt, abgesehen vom niedrigsten. Der 
Coeilicient der niedrigsten Potenz in (b.) muss demnach für 
sich verschwinden, was nur noch durch passende Bestimmung 
des Exponenten der niedrigsten Potenz erreicht werden kann. 
Ist dieser Exponent o, so hat man а„(д@—1) = 0, also и = 0 
zu setzen, wenn man von einem ganzen Multiplum von = 
absieht, welches nichts wesentlich Neues liefert. Denn lässt man 

„zu 
die Entwicklung mit ж 18% statt mit 2° beginnen, % behält 
Za 
jedes Glied der Reihe, also ihre Summe den Factor Е i84 d.h, 
eine Function, welche der Dillerenzengleichung 
(8.) Ays) = О oder ф(42) = g(x) 
Genüge leistet. Jede Lösung der Gleichung (a.) kann aber mit 
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einer (d.) genügenden Function, welche wir eine k-Function nen- 
nen wollen, multiplieirt werden, ohne dass sie aufhört, eine Lösung 
zu sein, weil die linke Seite der Differenzengleichung eine lineare 
homogene Function von (2), (а) ist. Man kann, aber um- 
gekehrt behaupten, die Gleichung (a.) besitzt nur ein einziges 
Integral (Lösung), welches mit einer willkürlichen k- Function 
als Factor versehen werden kann. Sind nämlich ta) nad 
y(x) zwei verschiedene Lösungen der Gleichung (a.), welcher 
man die Form 


1— д2 
(б) 02) = = ot 
geben kann, so setzen wir tz) md (2) in (е.) ein und Ivl- 
den durch Division der beiden Gleichungen die neue 
A an oder SE 
xaq) (0) DES 
Es ist also der Quotient eine k-Kunction, w. z. b. w. 


= 0, 


Die Gleichung (с.) liefert nun für ap den Werth 
ПОЕ DER | 
ЕЯ m ЕЕ. e 
a 1—9 l—q 
und es ergiebt sich als erste Lösung der Gleichung (a.), ga = 1 
gesetzt, die Reihe 


Г Ж 5, erte q“ Leg a 
Als) Bl) = SS, 4 s+} KO ч H 
welche für q= 1 in die binomische Reihe, deren Summe 
(1—2) ist, übergeht. Für die Bezeichnung ple, q, 2) kann 
auch р(а, 2) gesetzl werden, wo es ohne Zweideutigkeit ge- 


schelen kann. 

Integrirt man die Gleichung (a.) durch eine absteigende 
Reihe, so muss, damit (b.) erfüllt sei, für die höchste Potenz 
von £ die «te genommen werden und die Coeflicienten müssen 
wieder (ег Relation сс.) genügen, woraus als zweites Integral 
der Gleichung (a.) die Reihe 


(168.) 
лХа, 9.0) == 6", д", > ш (- 
nu "E 


Ké 7 “u D 
1 Bi? d d dg 
i) Lg Leg 1 q" 


ПЕ 
í 


in welcher für n = 0 der Term 1 zu setzen ist, und е7 als 


Factor gewählt ist, damit für q= due Entwicklung mit der 
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(AN А 
von (1—2) = е CH DEE nach absteigenden Potenzen 


von ж übereinstimme, wenn auf dem positiven Ufer der reellen 
Achse, dureh welche wir die &-Ebene gemäss XXV. begrenzt 
denken, die mehrdeutige Function (1— 2)“ für 2=0 den 


Werth 1, (1—2), für 2 = оо den Werth 1 und æ“, für 


æ = 1 den Werth 1 hat. Auch іп der Bezeichnung 7 (0, q, x) 
kann das Element o fortgelassen werden, wenn keine Zwei- 
deutigkeit entsteht. 

Man stellt die Functionen gie, 2) und (a, 2) leicht 
durch unendliche-Produkte dar. Denn da nach (a.) p(a, q£) = 


Less H 
te р(«, x), also 

ПЕ tient. gleeft eg 1— get? d 
р") = Е, н 1 "ses ist, 


dE 1—92 ` 1—@"—!ж 
und da, wenn n = œ gesetzt wird und der absolute Betrag von 
q kleiner als 1 ist, lim p(g”z) nach (162.) gleich 1, und da 
auch im (1— q"x)" = 1 ist, so ist 

R= 


(164. ) 
1—z 1—92 Lois A 
(0,2) = lim -i 1-— om 
р en zu tz 14814 ( oa, 
worin der Factor (1 — g"x)* für norm q <1 fortgelassen wer- 
den kann. Will man aber die Function auch für andere Werthe 
von g brauchbar machen, so muss dieser Factor hinzugefügt 


werden. Aehnlich haben wir 


© 1-2 d 
Ce e =, 1 Я D 
ады —& 
1 = 
lay 1 
sie =} = el 1 © | i Ta in mie: 21, 
АЕ em. Zon wien п?“ Bh. „г 
| 24 - 2 1 1 т @ 
und ans (163.) folgt lim BE A = е", р“, so dass man 
erhält 
(165.) "io, zl = 
1 1 1 
Lg © 1 4? “ 1— ail © л 
line ra = i = я = de еу 
SCH үк 2" DE ® 
Te 1 П — = dee 
10 
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Geht man in (164.) mit e zur Grenze + оо über, so 
fliesst daraus eine Function 
00 


(166.) w(x) = П." — 20"), 


welche durch die Reihe, (die für о = -+æ aus (162.) кз 
wird,) 


(167.) w(s) = In) 


worin für n = О die Eins zu setzen ist, dargestellt werden 
kann. Daraus ergeben sich für р(о, 2), л(а, 2), welche Fun- 


(уе 
(1—(1—4?)...(1—")' 


х ai .. d 1 
etionen bis jetzt nur für norm (2) < 1 resp. norm ( ——) <1 
4“ 


durch Reihen dargestellt sind, Darstellungen als Quotienten 
überall convergenter Reihen, nämlich 


(168) ` nie, 2) = be = 
(= х)" q? n(n—1) > (— КОШЕ n дво 
ee Дф) / Zant ui DEES A 


ela) 
(169.) п(о, х) = e.r Plega) 1 


vi Hi 
| Sal je 


Zu 24“ 


—ой да [үр (1—4). ЖЫ), 


>, (Ze 1п(п—1) 
сат ZE 

wobei wir voraussetzen, Së norm (q)< 1 sei. Für погт (0) 2 1 
ergeben sich andre Entwicklungen, die sich in meiner Abhand- 
lung über die Heime’sche Reihe, im Crelle’schen Journale Bd. 70 
vorfinden. Auch sind dort, insoweit dies möglich ist, p(@, 2) 
und л(о, ж) durch Partialbruchreihen und Kettenbrüche dargestellt. 

Für die Function р (0, oi ist von Herrn Heine die Be- 
zeichnung 52 (0) eingeführt worden. Ich habe, um an die 
Gaussische /I-Function zu erinnern, 

Do, 4) = (1— p“ Ile, 9) 

gesetzt, weil für g = 1 


(170.) Пао, ф = lim (5 


er EE 


ee Lë E 
—g 1 1-4 ln p— gut" 
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in die Gaussische Function 


Mor = li iA KE). Gen, 
е) "eg a+2 oetä «-+т 


übergeht. Sie besitzt, wie man leicht sieht, die Eigenschaft, 
1—4" 
(£) Gs 100—1, ф = Ike, д), 
welche die der Gaussischen Function oe П(0— 1) = П(«) für 
q = 1 direct liefert. 
Nun bezeichnen wir weiter mit 


.(n+1)* 


гд" гү" 
ч (EE: As 
2).2-82 oder Фуа) 227 
(8) ул) E en 
п—1 
die Summe „у (00), und nennen diese Ausdrücke be- 
о" 


) 


stimmte Summen. Dann ist unter der Voraussetzung 
norm (rl) <1, die zur Convergenz nölhig ist, die bestimmte 
Summe 


q” © 
d As , 
ғ st. p (u, 5q) 1—1 = In) POHD pl, Hi) 
0 
1 
x CG a “+1 Er +2 LG ип 
зе ТЫШЫ: Ak gu WE [Л 0 
(1—4) Пн, DI) RE RRE NES 
= (1— q)“ Ир) ора rich, 
Die letzte p-Function kann als Produkt dargestellt werden, aus 
welcher Form man leicht die Gleichung 
кыр T (2, a 
(бб = ВНА 2) ee тш 
d— get! Г(н-+34-+Е1, q) 


findet, so dass also 
20 


ep Jha, q) TÀ, g) 
(171.) ba d in, 50}. Ae = = Ke 1) 
І 


sich ergiebt, woraus für g=1- є, wenn & zu Null abnimmt, 
die bekannte Formel fliesst 

Пон) По) 

Пон+-5--1)` 


0 
Die Gauss’schen F/-Functionen genügen bekanntlich der 
Gleichung 


U 
s. (1—s)" ds = 


sin ил __ 1 
л II(— и). П(и—1)? 
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etwas ganz Aehnliches findet für die verallgemeinerten I/-Fun- 
спопеп statt. Bilden wir nämlich aus (170,) das Produkt 
ЕО 
Т ке, q) > 


1 ` 
Lé" 2—28) lim —— : 
- y j lim ' Te 9°) up e 
Er чэ gr р" 
Р те er а 


so findet man durch Vergleichung derselben*) mit der Formel 
(64b.) die Rolation 


(172a.) 1-q 29 (169, +164) An 
Jon, Ф Ши 1, ф 9:100, 4160) 
woraus umgekehrt gefolgert wird, wenn man erst ит = 20 
setzt und dann q durch 9° ersetzt, 
9,00) . 1—0 
(117) =з e = 
d, ‚(0, a) "SE d 2) NS —1, г) 


e SÉ Sa d, e) 

Dieser letzte Ausdruck ist nun als Produkt zweier 
p-Functionen eine Quelle neuer Darstellungen der $-Funclionen. 
Die unendlichen Produkte sind zwar nicht neu, aber die Par- 
stellungen (162.) und (168.). 

Hate findet man die Gleichheit 
(173.) Di G lg wg” Ш la) 4) pcls (0) 1а] — л (0, 4, 2) 


э, Ова, tig q) DEIER 
durch welche die Darstellung von Z-Ouottenten., worunter die 
elliptischen Functionen, vermehrt werden. 

Ausführlicheres über die verallgemeinerte binomische Reihe 
findet man in einer Abhandlung Jacobis im 32. Baude des 
СгеПе?ѕсһеп Journals, und in der Abhandlung des Ilerrn Heine 
über die verallgemeinerte hypergeometrische Reihe im 34. Bde. 
pag. 285 des Journals und in meiner Abhandlung über diese 
Reihe im 70. Bde. pag. 258 des Journals. 


*) Zu demselben Resultate kaum man auch ohne vorhergehende 


Kenntniss der Produktentwiekelungen der $-Funclionen wit Hilfe 

Р : v 

der Gleichungen (1.) und (2.) gelangen, indem man и = T 

Fi 

зеш. Die Constante bestimmt man durch Specialisirung des Wer- 
thes von Шш. 
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Art. I5. Die verschiedenen Darstellungen der constanten 
= Funetionen. 


Es soll nun hier noch eine Zusammenstellung der ver- 
schiedenen Darstellungen der in der Theorie der #-Functionen 
vorkommenden wichtigsten Kar gegeben werden. Aus 
den Gleichungen (53.), (65.), (66.), (67.), (68.) tolgen die Re- 
lationen 


(174.) 
SS 
= RÄ = 1423,’ = I. (1+?"— 1)? 14m); 
1 
(ar 
(1175) A = Y Ser 125, Dr gm 
A 1 
=> Жа ыыт ee g"); 
er 
(da) au бл = DR aai 
3 Ат 
DER Bes 
219 IE: ч — om- m=i i 


D S = ү inii р eg +1)(—1)" т\т!) 
u 
Ga 


(2m)? 
= 2V4 POTAE 


Setzen wir in den Formeln (83.), (86.). (87) x gleich Null, 
so folgt 


(178.) SF та гне, СР" чыч» h 
(179.) А | 
Cat hf _ з у, 
(180.) 
slk = 244 > eh ae = 29.9, 


*) Die Formel 13 in Jacobi’s Fundamenta nova pag. 187 
ist demnach nicht richtig, denn setzt man dort da für q, wodurch 
kK in 2y&k. A übergeht, so erhält man eine mit (180.) їп Wider- 
spruch stehende Formel. 
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Dividiren wir die Gleichungen (94.) und (109.) durch 2 und 
setzen dann 2 = 0, so u wir 
ko? m (1 + ф"+!) 
kl == - 
( ) 16m? л? = yq. хт — ф 2-1) (1 E pl 


Les (ëmm rte 
wä, >л 1 gt 
0 


Setzen wir in (97.) und (110.) х = 0, so SCHER wir 


g wk —1)"@ ү 
(182.) Se 3 = yq. = eet — do. SN SEET 3 


Setzt шап іп (99.) ж = {w und in (111) s= 0, so erhält man 


ol—) — (mg 
16% = m) Г фёт+р > 
Ka Ke 


E? 1+ д кр, (3 Be) 
0 0) 


(183.) 


(184) 5” = EC 


© [© ә] 
und nach (174) = 9° = (1.25 т) h) 
1 1 


Multiplieirt man dies Produkt aus, so erhält man eine Potenz- 
reihe, welche nach q fortschreitet, und deren Exponenten alle 
die Zahlen sind, welche als Summe zweier Quadrate dar- 
stellbar sind. Betrachten wir hiervon nur die ungeraden Zahlen 
und vergleichen die Reihe mit der Doppelsumme, welche eben- 
falls eine Potenzreihe von o ist, und in welcher offenbar von 
den ungeraden Zahlen nur die von der Form 4n+ 1 vorkommen, 
die von der Form 45 +3 aber nicht, so erhält man den zahlen- 
theoretischen Satz: 

Jede Zahl von der Form An+1 ist als Summe zweier 
Quadrate darstellbar, jede Zahl von der Form An+3 aber ist 
nicht darstellbar. 


Dividiren wir die Gleichung (99.) durch zi und setzen 
x == О, so folgt 


TA 2? ei 7. GC 1)”, О (1 + gm) 
(185,) 39 aF 2. g= grt) (1 Ze ga) . 
Differenzirt man (97.) und (110.) nach ж und setzt nachher 
0 ='fw, so erhält man 

w?k k’ (— wäi — gl) 
(186.) 16л 3 = DÉI H 2. (1 ++)? 


=, (—1)". д". (2m+1) 
э do ZE 1 +9"! 2 


Dieser Ausdruck jst ы Ba, und gehet daher in 


о 
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192.9, , über, wenn man q in — (a in a+i7) verwandelt, 
so dass man die Gleichung (181.) durch diese Verwandlung erhält. 
Setzt man in (94.) 2 = 10°, so erhält man 
wyk E л, = СОБЕ 
vg KN reg 
TE 0 1 "+ (4° [ 1 2) gran 
2m-+1 Zei) 
2 2 
1 Ф 87 
9) 2 mp EES 
TA 9 N 
Entwickelt man mit den früher angegebenen Mitteln SES nach 
der Fourier’schen Reihe, so findet man 
1 2л Z (—1)"ф" Amen 
(188) 7 — = =—|1-64 _——— со 
1 d (2) f ARU l+” DIS w ) 


woraus für æ = О folgt 


(189.) ак = 1-42 eur = 2... A 


(187) 
^4. 


Differenzirt man (108.) к, und setzt dam 2 = 10, so 
ergiebt sich 5 
bie? — lm H m x 
(190.) dar? = 1+8 Zen eg om ` = Zb, A 
setzt man darin — an Stelle von g (a+im an Stelle von а), 
so ergiebt sich 
w? 


(191.) am? с CH eer 


eg E Жа u 
Ge SCH 


+в >И КЕ 1)"(2т+-9) фт) 


4 


= E : 


Ist nun р eine ungerade Zahl und (р) die Summe ihrer Theiler, 
so kann man den vorletzten Ausdruck schreiben 


1-68 фр) (PHP HI PHP 430199 +...) = er; ee 


In der Potenzreihe links kommen nun offenbar alle Zahlen als 
Exponenten vor, in der rechts aber, wenn man die Reihen- 
multiplication ausführt, diejenigen, welche als Summe von 
vier Quadraten darstellbar sind. Daraus folgert Jacobi den 
Fermat’schen zahlentheoretischen Satz: 

Jede Zahl ist als Summe von vier Quadraten darstellbar. 
Schreiben wir in Lei {ш für ж, „80 erhalten wir 

—1\".@ 
(192.) Igk = Ig (40) DEES 


Тн. 
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setzen wir in (198.) $œ für æ, so erhalten wir 
" k ; K (—1)" vg 
(193.) (EES = м (29) + 24у т Fyi 
und setzen wir in (108.) 4w’ für e, so ag, [е 
Bug Фа 
0 = 1601—%д) +19 mare т(1 u. 


Entwickeln wir die- dnn der Produkte (65.), (66.), 
(67.) in Reihen, so erhalten wir 


194.) 1 4 e 
(194.) TA = Zo Ga 1111 T 
оК“ фт! 
вэт = аен 


tok 
87 Br Ig yg) +2 Sim a А 
Zieht man die beiden ersten к, Gleichungen von einander 


ab, so folgt 
Iim-H 


(195) igk = 85 geren 


Dividiren wir die Gleichungen (102.), (103.), (106.) durch ж und 
setzen dann & = О, so erhalten wir 


dër Оз, wë К.К w? d(wk') = т." 
(196.) a, Ee H "eet Л DM 24) T gm 


kk'?w? dw (— 1)". д". т 
SEH 


Е г з: ке 
kk”? (ок) _ РА Е Бы: Le m 
б) andke t+ Im 


Aus der Darstellung йе dran durch Produkte 
ergeben sich die үү 


RER Yan 


Man sieht, wie RENNEN die Darstellungen der in der 
Theorie der elliptischen Funclionen vorkommenden Constanten 
sind. Von den Relationen, welche durch Vergleichung der ver- 
schiedenen Darstellungen erhalten werden, können viele auch 
mit den Mitteln bewiesen werden, mit welchen die verallgemei- 
nerte binomische Reihe behandelt worden ist. 


Halle, Druck von H. W. Schmidt. 
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